SOBRE ALGUNOS TEOREMAS DE ARITMETICA

Por

F. J. DUARTE

E] objeto de esta nota es presentar demostraciones sen-
cillas de dos teoremas fundamentales de la Teoria de nu-
meros.

1.-—Teorema de Fermat. Se puede simplificar la expo-
sicién de la demostracién que se da generalmente de este
‘téorema, empleando el método de induccién. En efecto,
sea @ un entero cualquiera y p un namero primo. Se tiene

(a4 Dr=art(P)ar 4. f(P)ar it 41

Puesto que (}I:) es divisible por p cuando p es primo, se
podra escribir:
(1) (a4 1)yr=a+1 (mod. p)

Ahora, si se supone gue para un cierto valor de a se
tiene
(2) ar=a (mod. p),

la congruencia (1) se convertira en
(at1)r=a-t1

Es decir, la congruencia (2) se verificara cualquiera
que-sea el entero a; si.ella se verifica para un cierto valor
de a, pues ella es evidente si a = 1.
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De (2) se deduce
a (ar—*—1) =0 (mod. p)
y esta congruencia es evidentemente satisfecha si @ es di-
visible por p. S8i a ==0, se tendra:
(3) ar7*=1 (mod. p)

IEsta congruencia constituye el célebre teorema de
Fermat, que se halla asi establecido por el método de indue-
cién completa.

2.—Teorema de Wilson. Consideremos el producto de
Lagrange:
(4)  (kt+p—1) (k+p—2) ... (k+2) (k+1)=
=k S ko2 4SS k4§

p—1

en el que
S;=1+4+24...(p—1).
S, =1.24134. .. +1.(p—1) }. ..+ (p—2) (p—1).

S—1=12 ... (p—1)=(p—1)!
¥ P €s un nimero primo impar.
Si en la ecuacion (4) se hace sucesivamente

Eed, Ke=2 onn: E=—2, B b=,

su primer miembro se convierte en cada caso en un multiplo
de p. Como para esos valeres de k se verifica la congruen-
cia (3), es decir que k»—* difiere de 1 en un multiplo de p,
se tendran las (p—1) ecuaciones con (p—1) incégnitas,
St, Sz ..., Sy, (Sp_1 +1):

(5) S; ke S, ke—3 4. LS, k4
+(Sp_1+1):pAk (k:l, 2, S p—l),
siendo los ntimeros A, enteros.
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Fl determinante de este sistema de ecuaciones es:

1 1 .... 1 1
N 20—z -3 .. 2 1
302 -3, ... 3 1

(p—1)»—2 (p—1)r»==. . . p—1 1

Este es un determinante de Vandermonde, diferente
de cero y no divisible por p. En efecto, se tiene en valor
absoluto

A=01—2) 1—3).... 1—p—-1)
% (2—3) .... (2—p—1)
X (p—2—p—1)
y todos los facteres son evidentemente diferentes de ecro e
inferiores a p en valor absoluto.

Para obtener les numeradores de los valores de
Sl) S2 LS (Sp—1+1))

basta sustituir en el determinante A los elementos de la 17,
la 2¢, ... la (p—1) ésima columna por los segundos miem-
brog pAy de las ecuaciones (5). Todos los determinantes
asi formados tienen pues una columna en la cual todos sus
elementes son maualtiplos de p. Luego:

) §;=8=...=8,_,=8,_1+1=0 (mod. p.)
La tGltima congruencia S, ; +1=0 o bien:
(7N (p—1)!+1=0 (mod. p)
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es la-expresién del tecrema de Wilson, que como se sabe
es caracteristico de los nGmeros primos. Ella se verifica
también evidentemente si p = 2.

3.—31 en la ecuacién (4) hacemos k — — p, vendra,
después de dividir por p:
Prf—Sip* P+ ...+ 8, 5 p—S5,_»,=0.

Luego, teniendo en cuenta las congruencias (6), se de-
duce, si p > 3:

(8) S, o=10 {mod. p?).

. Haciende ahora en (4) sucesivamente k —1, k — —1,
se tendra:

p!:1+31+82+...<}*sp 4+Sp 3-‘3»Sp 3+Sp 1
0=1—Si+8—...—8 +8 —S 48§

de donde
PI=2 8+ 8+ ... +8 ,+8,.4)

p! =2 (1 —}- Sg + Szg —!— &k —i— Sp&—:— Sr.__.j)

Puesto que

Pl+p=p[(p—1!+1]
se tendré, teniendo en cuenta las congruencias (7) v (8),

suponiendo siempre p > 3 :

P+2(S:i4+8S+...+8,_.)=0 )
P+21 4 S ...+ 8,4 %0.} (mod. p*)

4.—Se tiene

T8 Do (D <= 2)== [p—ﬁ-(p—l)] [p»-(p——?.)]...

p—1

(P—4)(p—2)=(—1) * 2.4.6...(p—1) (mod. p)
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Luego:
1.3.5...(p—2). 2.4.6...(p—1)=

—(—1).* [2.4...(p—D ]

Como segin (7) el primer miembro es congruente
a—1, se deducird multiplicando ambos miembros de la
congruencia por Pl

(—1)

P

[2-4-6 L (p—1)J=(—1) *  (mod. p)
Pero

p—i

- e,
2.4.6...(p—1)=2°2 (1.2.3...9T

Sustituyende en la congruencia precedente viene, te-

niendo presente (3) :
p--1

(1.2.3...1’_;_1>2...:(ﬁ1)2 (mod. p)

¢ bien
1

[( e )Y]; DT (mod. )

congruencia que completa el teorema de Wilson.

Caracas, junio de 1948



