LA CURVA DEL DIABLO (%)

Por Alberto E. Olivares.
INTRODUCCION

Al estudiar las curvas de Geometria Analitica, se encuentra en
algunos textos (3) la ecuacién de una curva de cuarto grado que
se designa con nombre de Curva del Diablo. Es natural proguntarse
qué relacidon puede tener el Diablo con las matematicas, ya que en
general no hay datos en libros corrientes sobre el origen del nombre
de dicha curva y es de imaginarse que su dibujo pudiera sugerir la
forma de una cara o rasgos con que se lo representa. En este estudio
se trata de la ecuacién de la curva en forma general, se hace un di-
bujo, se determina el area en su parte central asi como su volumen
de revolucion.

HISTORIA

El estudio de las curvas de cuarto grado aparece en forma general
en 1706 en el Traité des Courbes Algebraiques por C. C. Dioni du
Lejour et Gahn (1); la ecuacién de que trata este trabajo aparece
por primera vez en “Introduction des lignes courbes algébriques”
por C. Cramer 1750, luego aparece un ejemplo numérico de la mis-
ma en ‘“Traité élémentaire del Calcul Différentiel e Integral”.
S. F. Lacroix 1806 Paris y en Nouvelles Annales 1858 y posterior-
mente es citada en varios libros, (3-9).

De la consulta bibliografica hecha y del estudio de la curva creo
que puede llegarse a las siguientes conclusiones con respecto al
origen de su nombre. La curva como puede verse en la Fig 1 tiene
una parte central en forma cerrada y dos partes laterales con ra-
mas al infinito; esto recuerda el juego del diabolo, en el cual una
pieza de madera, con forma de reloj de arena, se hace girar y se

(*) Trabajo leido en la 2% sesién del Symposium celebrada el 21-3-63.
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lanza con una cuerda atada a dos palillos. Este juego tiene origen
chino (kuengen), fue introducido en Europa por los misioneros que
lo llamaran el “diablo entre dos palillos”; se generalizé en Inglate-
rra en el Siglo XVIII y en Francia hacia 1812, (8). Se comprende que
la parte central de la curva y sus laterales recuerdan este juego y
creo eso sugirié darle el nombre. Es de presumir que en la época del
apogeo del juegolen Francia, con el libro de Lacroix (2) como texto,
donde aparece la figura de dicha curva, haya llevado a algun estu-
diante o profesor a llamarla curva del diablo; antes de esa fecha
en los libros consultados no lleva nombre, después aparece con él
en muchos.

La ecuacion general en cordenadas cortesianas puede escribirse:

X4 2wyt * me"Jt- 34" o

x4, zmixe * -?.'n-"j"* fj“ ©

Notacién que adoptaremos por resultar comoda en el estudio.

Se observa de inmediato que la curva es simétrica con respecto a
los ejes por no cambiar para valores de = x 0 * y

Condicién — 2 m?, + 2 m>

Puede escribirse

j ’—“V m% * \()(‘4- 2m¥xZ e m4

Bastaria estudiar sélo los valores postivos de y para el primer cua-
drante. La expresién bajo el subradical se anula para:

—
x2 = mzt\/m“—f?!-‘ﬁ'

Consideraremos los diverscs casos:

Caso m*? > n*

X2 o e\ (X'X,‘\:(X-)‘z) X 2> %1
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Existen de raices para la expresion bajo el subradical, y éste ten-
dréd valores reales para los valores fuera de las raices x; > x > X,

El valor de y con el signo + para el subradical siempre dara valo-
res reales, el signo menos los dard hasta

M2 o\ x4 am¥x®amA <o x<m\Z

Para valores mayores dara un solo valor de y para el signo +

En el origen x = o y = o verifican la curva. Para x = o y = m/2
paray = 0 X = m/2

Ejemplo: Sea la ecuacién mas conocida de la curva, con coefi-
cientes numéricos:

x4 - 400x2 4 36 +y4 e 0

N i\[48 V (x-6)(x-8)

Valores reales para 6 < x < 8

Parax = oy = oy = \/96 y=0 X=0 X=-4o

Entre o y 6 dos valores para y; lo mismo entre 8 y 10, de 10 en
edalante da un solo valor y

Caso 1 — 2.

En este caso se pasa la ecuacién a la derecha y resulta el caso 1 — 1
intercambiando las x e ¥

Condiciéon 2. + 2 m?, + 2 n?

Caso 2 — 1. m? > n?

Como en el caso 1 — 1 existen dos raices que anulan el subradical
v este tendra valores reales fuera de ellas. Los valores con signos +
bajo el radical dardn para y valores imaginarios, los valores con
signo -— daran valores reales para:

A 2.2
\!x“,z¢~9x2+m4 >mE A i2mixt >0
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e-to siempre se verifica. Tiene un punto real en el origen y dos ramas
hacia el infinito que cortan al eje para yeny = = n \/2

Caso 2 — 2. m* < n*

El subradical tiene siempre valores positivos. Como en el caso an-
terior hay un punto en el origen y dos ramas hacia el infinito.

Caso 2 — 3. m* = n?

Resultado semejante al caso 1 — 3.

Lt V-ombs (t’wm") ’j' X

Y2 4% a-2m2T
s

J

Circulo de radio imaginario.
Condicion 3. 2 m? — 2 n?

Pasando los miembros de la ecudcién a la derecha e intercambian-
do las coordenadas se tiene la Condicién 1.

Ejemplos.—Para ilustrar lo anterior, en la Fig. 1 se ha hecho la
representacion de varias curvas conservando constante 2 m* = 100
y variando 2 n? de 96 a O. Se ve que resulta una parte central en
forma de 8 y dos partes laterales con ramas al infinito. Para n* = O
la curva tiene la parte central reducida a un punto en el origen y
dos partes laterales. Todas las ramas laterales pasan por el punto

n2

x = \/2n2 = 10. Se observa que al aumentar las ramas de la
m2
n2

rarte central se acercan a las bisectrices y para —— = 1 resulta la
m'?.

curva formada por un circulo de radio 10 y dos partes de las diago-
nales, y las partes laterales estan constituidas en forma semejante.

Observacion—Para la condicién 1 la ecuacién de la curva puede
escribirse
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2 ) mtomt
(xe-m = (-7 .

o ( %L m% «j’- . fn’-) (xz.mz’_ ‘j’b* m‘*) =t

Si se hace tzujz._”m""-’ré‘: V8 (4r

L A2 : m":.’f_ (2'}
¥ % ytoms n

Con A como pariametro variable, los puntos de interseccién de esas
curvas de 2¢ grado dan la curva. La 1? ecuacién (1) es la de un circulo

de radio \v/m? = n* + X la 2% es la una hipérbola equilatera de

1
semieje \%n‘ﬁ — n* + ——; luego la curva puede considerarse como
A

la interseccion de esas dos familias de curvas.
Tangente:
Condicién. — 2 m?, + 2 n?

Es nula para: xX* —mx* =0 x = = m

dy (x* + m x)

dx 2 n*y — Y
Es vertical para2 n2y — y* =0 y = = \/n

dy O
Para: x =0 y =0 =
‘ dx O

Para obtener la tangente en el origen se recuerda que basta hacer
= O los términos de menor grado

2.2 Tn it
— 2m2x ¢1«L3¢_o i =

m
la inclinacién es + ——
n

En el origen por lo tanto hay un punto doble. Para las otras con-
diciones el estudio es similar.
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Puntos de inflexion.

Se nota que ' x y = O resulta

dry_ Teflps fyfa
Ax2 '1\3
]C“x- A2 x2- 4m2 (FX)

fys ame - qeye

A2y _ Qim‘x)(rn’:ajz) + (mlj_fja) (Xs_,mz)

dxz -4 ()(3_%?—)()3

Se anula parax = 0O y = O

Para saber si hay un punto de inflexién necesitamos la derivada
tercera; en este caso, dado que f'xy, etc. son cero; resulta

L1, foo SR () &

-

" '
- F::=24x )[j:-_zz-@'j
- Ly 24x - 34-‘\!<—‘
dx3 4,,12:1_4,13
Rara -
LTSN ghen dno ay eulyimp
%3
XU R ant(R) ~4(Zy
“X=0 -
j Q ?t 24 24@:
3 ‘4”\”’\_

diferente de O luego en
0,0 es un punto real de inflexién.

Para obtener los otros puntos de inflexién se usan la ecuacion
d.’iy

y la de curva dada tanteando diversos valores numéricos
dx?
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Asintotas.—En la férmula de y se ve inmediatamente que al au-
mentar x hacia « y aumenta también por lo tanto no hay asinto-
tas palalelas al eje de la %, lo mismo puede verse para el eje de las y

Para las otras asintotas las expresaremos en la forma y = c¢x + d.
Usando el método de Cauchy bastard hacer y = ¢, x = 1 en los
términos de mayor grado, resulta:

4 _ CA-'-' S Cz=r 1
_ Fmt(c)
El valor d se obtiene por la fé6rmula T Fam(e)

Siendo Fm (c) es el valor obtenido tomando los términos de ma-
yor grado, derivado con respetco a y, e introduciendoe en el resultado
Yy = ¢ x = 1, cesel valor obtenido antes. Fm—1(c) es el valor
obtenido con los términos de la ecuacién de un grado inferior al ma-
yor, haciendo en ellos y = ¢ x = 1.

En el caso presente Fm- 1323—433 Frne= 188 fn.0

O
ya que serian los términos de tercer grado; d -- = 0
188

Los resultados son y = = x para las asintotas.
Son las diagonales de los ejes para todos los casos.

Area.—Resulta ventajoso usar la ecuacién de la curva en cordena-
das polares.

- = Qo Q-
Con Y= Q=9 -9
o2 - wleok® - 4O _ g mt_ [t )snls
celo - M0 ok . aem O
A 29
2) 4-C
?Q:—:— Q_’mz = (mz-pm) —T. _ m1+ m?_ . /rnz-%z’

Ceo 245 6729
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Ww = (M\‘,._.m-z “‘:i—""'
2 61 ‘
g z
2 ta (642
(LI (’Wf”-f ~H B t M.L'Q"YG L L.'n'\ 3 ( +4 \
z L1 &,
w (ml»m'l)(il—el\\ T bl SR "_“',"'“p)
/ -t/;f"\a't*"z"
o

La 2% integral se toma de las tablas (8)

Ejemplo: Tomando la curva de los ejemplos anteriores
m? = 50 n* = 48

‘ a,.—\[_% = 102 6= 45° 35’ 6,-059

en radianes resulta

w- 98 (457108-939) 4+ 2 Lm _ T 372241 LmO0A0"
< Tt 190 35! <
w= 3822 + 00059 = 38,226

Volumen.—Se toma el volumen de la parte central alrededor del
eje de las y (Fig. 2).

Ay = m;z'g(;\f = F[(ML_\} 74_ Q_,,‘L.\Tz_, +mx“'> GL\T
N
haciendo 4v-n (,mt_ \[fn)fa,mz) ,,(m4,m4)‘)
S /

(pemifaz (mdent)e A

A Ay 4N
2 = \4AN A
p!\le r((n”"’ ...Z 7 < 44- _C,) _z_/, _Z_: £ -
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nv>

N

X 8= orc tg. -

Fig. 2

Desarrollando en serie

AVE 4 A 4 AT 4 A%
(“z)L:’T*g TTY TR T
4 A 4 A\ &
szﬂmtij—ﬂ<zz+—£‘%“'%‘*z‘%) J
cd o (4Bt A A AT \]at
Ay = M o~ (’1 ) +(,57__m») 3 (37__,,11/;‘% 4
De las tablas (8) resulta
™% RS S ar
Ve it Ej{ﬁn"‘ﬂm"’)— 15—+ A A“‘L‘fl—rjg— \| falke
‘ [£<W

0
_ iAz,(:[ . kl +_f::_€_’. -2.4111 ‘:'“Az.‘j _ ES “‘L:[’L
8(151_7&)%“ ?(‘]1-'"1)%, g 3 (31_0‘1_).3?: ?(};‘m‘)i A
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Con las tablas de obtiene

_fgf;x:__ B B PO &
LImumY)y o\qremt) b ™
Luego

L 2 2

~3 3 AT 1Aty ATy _1
z 1) T Aakeeh 3T Aedkah I _
V-T\Bfm om) T ol by VF‘ 3(3”"“‘)%{
<

4)
5)
6)

9)
10)

AT AT A¥Vz
1 3 P
Var [ (min®] Vo y b Ak Ve - e 2R g - T
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