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SOBRE CIERTOS TEOREMAS EN EL CALCULO

DE TRANSFORMACIONES

Por M.L. MAHESHWARI,
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INTRODUCCION

La ecuaciéon integral
@(p)zpf e=? F () dt, Rep>0, (1.1)
J

se conoce como la transformada de Laplace de f(z), siempre que la integral a la derecha sea
convergente.

Sea

ML F(2)] =f° (@) K, () £(z) de=g () (1.2)

sea la transformada K de orden v de f(x), donde ¥ ¢s una variable real.

Sea

o0

g (@) = f (zy) 2T, (xy) (y) dy, (1.3)

fx) = f (xy) 2 J, (zy) g (y) dy, (1.4)

entonces las funciones asi relacionadas se dice son las transformadas de Hankel una en otra.



re

Si g(x)=f(x), las ecuaciones (1.8) y (1.4) dan

oo

f (@) =f (@) 2 T, (zy) f(y) dy, Rey>—1h

v en este caso f(z) se designa como en la transformada de Hankel de orden . Siguiendo a
Hardy y Tichmarsh podemos decir que f(x) pertenece a R., si es de orden .

Si y=+14, (1.2) se reduce a (1.1) y (1.3) se reduce a las transformadas de Fourier en senos
y cosenos respectivamente.

En este trabajo, proponemos usar la transformada de Hankel y la transformada K para eva-
luar las integrales que contienen funciones de cilindros parabdlicos y funciones de Legendre.
Se cree que los resultados dados son nuevos.

TEOREMA 1
Sea
(i) Mrif(x)]=9) (2.1)
(i) @ (v) la tranformada de Hankel de orden 2y de z-2g(x?). Luego
mx—l/’- x _@y a? d =L 2.2
[ omr@ e - ) |e=— 2 @), (22)

siempre que x2xY f(x) =0(«?) Re > —1 para x pequeias y f(x), g(x) sean continuas y ab-
solutamente integrables en (0, ) y Rey > — k.

Sea y 2 g(y*) be R;,. Luego

f f(x)[ly( <

siempre que existan las condiciones antes mencionadas.

a? dax 4
) L) | e g @), (2.3)
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Demostracion. Multiplicando en ambos lados de (2.1) por y~'2J, (ayY?) e integrando con
respecto a y en los limites (0, o), obtenemos

f v ) dy [ 7(@) K (a) (e de= f Tnlay™) o) —H—
0 0 0 Y (2.4)

Cambiando el orden de integracion, lo cual se justifica por las condiciones dadas en el teo-
rema, y evaluando la integral en y del lado izquierdo, obtenemos (2.2).

Hagamos 2 g(%?) sea Ry, luego R.H.S. de (2.4)=(2/a)g(¢?).
Entonces obtenemos (2.3).

TEOREMA 2

Hagamos

(1) M f(x)]=9g(y)
(ii) @ (y) sea la transformada de Hankel de orden 2vyv—1 de z"?2g(x*). Luego

f 232 f(x) [ . I( ) — Ly (—— )] dm:——gﬁg(a), (2.5)
i} T

siempre que z!2=Y f(x):()(xa), Re o> —1 para pequenas x, y f(x), g(x) sean con-
tinuas y absolutamente integrables en (0, ).

Hagamos ' g(y*) sea R,,_,. Luego

(o]

f x—3/2f(£v) [ . 1( )H ] dxr= ‘Sa,

siempre que se satisfagan las condiciones antes mencxonadas vy Rey>0.

g(az)’ (2.6)
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TEOREMA 3

Sea
(i) ¢(y) la transformada de Hankel de orden y de f(x).
(ii) Me[ (zrvf(2) =9 (y). (2.7)
Luego
" yanw pe—1
jo e W W=y 20 (28)

sicmpre que xr-v+iEw f(x) =0(x?), Re>1, y f(x), g(x) sean continuas y absolutamente
integrables en (0, «~), Rey>—1, Re(y—2u+%) >0.

Hagamos f(x) sea R,. Luego

fere]

TS &M (w—1%)
Y Fly) dy = 07"
s (y +b2)(l+-y~u) 20y p‘)I‘(l_l_.YW“’)
siempre que cxistan las condiciones antes mencionadas.

(b)),

Las demostraciones de los teoremas dos y tres son semejantes a la del teorema 1.

APLICACIONES:

Ejemplo 1

Sea f(z) =0, O<z<b=av"2 (22—b*) #2P* (2/D), b<x < oo.
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[.uego obienemos de (2.2)

1z 1 )de
a2y Q12-2y i 1; a2
T (y—p4-%) bR 1 [Y—Pv-i‘%? b ]
Rey>—1y Rep<1.

foo 2 B (22— b2) w2 P (x/b) [[ (_iz_) —L.( i
j ‘ -4 ! 4y

Tomando valores convenientes de f(x), oblenemos los integrales siguientes.

De (2.2) obtenemos

T —u2 @y 2y |
1. fb ai % (22— b2) Pl;#%(x/b) [[Y( P ) —L.( 1n )].:c

I'(2y) a* 2+, 1; G
2T (2v 1) I‘(%_u_{_-y) 2(2y=1/2) jly+1/2 252 "3Y+1:/3’/*M+Y; 412

Rep<1, Rey>0.

00 2 .2
2. j 22D, 1 (ba=2) D (b [ZY(%E)—LY(—;;—J'M

) 212p
=2T (2y—1) (2B a?) 2 P2 [ G )" ] Rey>1k5.

|



lie 2.5 obtenemos

oo 2 2
ﬁ 2732 Dy o (bz='72) D_y 1 (bz='?) [17_1( 4(;- ) =L 4(;;

)]dx

4 2y-1
l:(zbi!_}_aZ) 12__91/2 b:l , Re Y>1'

(2y—1) o

(/2
Sea f(x) =2J,[2(ax)?] K, [2 (cwc))
De (2.7) obtenemos

Mu[ 2Y-n+1/2 JT {2 (ax) 1/2} K‘Y {2 (ax) I'IZ} ]

Co
_ 2(y~u+2) gy —y-}) o a2 u_‘ 1~ ,
/2 13 Y Y/Z, 0, 1%

Rey>—1, Re(y—p) >—1, Re(y—2y) > —2.
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