MES DE ENERO DE 1967 - CHARLAS

ECUACIONES Y SU SOLUCION POR
ITERACION E INTERPOLACION

Por
ERICH MICHALUP

Se supone que se puede desarrollar en serie de TAvLor la funcién
f(x + h) =0

y que tenga Unicamente raices simples. Si X, es un valor aproximado
e la raiz buscada y h la correccién requerida, se tendra

[N

O=f(%X +h) =£f(x) +h .1t (x)+
h? . 7 (%,)/2! + h® . £ (x.)/3! + ...
Limitandose a los primeros dos términos del desarrollo sera
f+h.t =0

0 Ssea
h = —f/f (N)

la férmula de NEwToN. Renunciamos a la indicacién del argu-
mento siempre y cuando no haya posibilidad de confusiones.

Si se toman en consideracion los primeros tres términos del
desarrollo
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f+h . f + h.£/2=0 (A)

0 sea
h.f = —( + h{7/2)
y si se substituye a la derecha h por la férmula N se tendra
h . = — [f+ (£ /2 ({)]
0 tea
h = —f(1+f.f/2ff{)/f

e introduciendo el coeficiente de convergencia se obtiene
h = —f (1 + ¢/2)/f (C)
Ia férmula de CaraLan (3).

Una raiz de la ecuacién f (x) = O tiene que satisfacer también
a la ecuacién

x = x — {/f
0 sea
¢ (x) = x — f/t

y la primera derivada sera
g =1 .t/ f

que es el llamado coeficiente de convergencia, el cual debe ser muy
pequefio en la proximidad de una raiz simple de la ecuacién (13).

3. Si se toman los primeros tres términos de la serie en la forma
h = —{/(f + h.{7/2)

y si se substituye la férmula de NEwToN y se infrcduce el coefi-
ciente de convergencia, sera

h = —f (1 — ¢/2) (H)
la férmula de HALLEY (6).
4. Sea
f(x) = a + ax + ax® + ax® + ax' + ...

una funcién analitica que tiene un radio de convergencia
|x| < R y buscaremos una representaciéon conforme de un re-
cinto mayor para lograr una convergencia mas rapida. Para este
fin se escoje, como LinpELor (10) la transformacién de EuULER
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y = x/(x + s)
o sea
x = sy/(1 — y)

siendo s un parametro cuyo valor fijaremos méas tarde convenien-
temente. Se tendra

X = sy + sy* + sy® + ...
x? = sty? + 2s?y? + ..
x? = s%y* + ...

y substituyendo resultara

f(x) = a, + a;sy + a;sy? + a;sy® + a,s?y* + 2a,8%y* + a8’y 4+ ...
= a, + a;sy + sy® (a; + a,s) + sy’ (a, + 2a.,s + ass?) + ...

Ahora se fija el valor del parametro s de modo que el coeficiente

le sy* se anule, o sea,
a; + a,s = O

y despejando resultara
s = — a)/a,
Despreciamos los términos de grado superior a uno y quedara
f(x) = a + asy = a, + a, (— aj/a,) x/(x — a;/a)
> sea
f(x) = a0 — a@x/(@:x — a;) = aca; — (2a; — a:a:) x/(a; — ax)
Aplicando esta transformacién a la funcién dada

O=f+h .+ h2f/2 + ...
cera
a, =% a =1f;a = /2, h = x

y se tendra
O=1%f— ffh/th . 7/2 — )

y suponiendo el denominador diferente de cero sera

f. h.f/2—f.f=h.t.¢
J Sea
h=—f. f/)f . ¢ —f.1/2)

y finalmente
h=—§ft@Q—1f.&/72f )= — £ (1 - ¢/2)

reencontrando la féormula de HaLLEY.

74



Para demostrar que esto tiene que ser el resultado al aplicar
la transformacién de LinpELOF, partimos de la identidad de EULEF
para transformar una serie de potencias en una equivalente fracciér
continua

a, + ax + a,x® + ax* + ... =

X a,X/ a, a;x/a,

a, —

1 — 1+ ax/a, — 1 + ax/a.
Tiene la reducida principal del orden “n” el mismo valor que ¢
suma de los primeros (n + 1) términos de la serie fijando en cero e
orden de la reducida principal que se limita al primer término a..

Suponemos que X sea muy pequeio y, para obtener una aproxi-
macién, pondremos el ultimo denominador parcial igual a la unidad
eso es, despreciamos la parte fraccionaria y asi sera la segunda redu-
cida principal modificada

a, + ax/(1 — a,x/a;)) = a — aa;x/(a:Xx — a;)

expresién que produce la férmula de HavLEy segun el desarrollc
anterior.

5. Tomando en consideracion un término mas resulta como reducidc
principal modificada

do —l_ X [alag + X (azaz - alaﬂ)/(aZ *' 33X)]

y al aplicarla a la funcién dada resultara después de efectuar
algunas transformaciones

h = 6f . f7/[2f . £ — 6 £ + h (2f £ — 3t 17)]

Al substituir en el denominador la incégnita “h” por la mismce
expresién, desarrollamos h en fracciéon continua; pero las expresiones
seran mas complicadas que las que se obtienen en el capitulo si-
guiente. Hay que tener presente, que tales desarrollos en fraccidér
continua producen un valor aproximado de la raiz de una ecuaciér
del segundo grado. Debe mencionarse que al substituir “h” por It
féormula de NEwTON reencontraremos nuevamente la férmula de
HALLEY.

Llegaremos a la misma expresion arriba mencionada aplicandc
la transformacién de LINDELOF a la parte entre paréntesis del desarro-
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lo en serie de TayLor tomando en consideraciéon un término mas,
> fea,

—f=h({" + h. /2 + h{7/6)
Encontré FraME (5) por otro desarrollo en fraccién continua la
siguiente expresién de aproximacion
h=—f[1+¢@—¢ —£.187/31)2]/F
5. Si se escribe la serie de TAYLOR en la siguiente forma (11)
—f=h{ + h.{/2)

resultara
f 1

f 14 h.trof

Ahora se substituye la incégnita h en el denominador a la derecha
;ada vez por la misma expresién, o sea, desarrollaremos esta expre-
3i6n en fraccién continua e introduciendo el coeficiente de conver-
gencia sera

f 1 72 W2 )2 1I f N,
h pu— — . pu— — —
£ L1 — 1 — 1 — 1 | £ D,

Sera la féormula de recurrencia para los numeradores N, y para
los denominadores D, de las reducidas principales

N, = Npy — Nn-2 ?'/2; Dy, = Dua — Dye 9"/2

h = —

y se obtienen los siguientes valores:
N():DO:lel;DIZNQ:1_?,/2;D‘2:NE’:I_?’;

D:=N,=(1—¢/2)2— ¢/2;D, = N; = (1 — ¢/2) (1 — 3 ¢/2);
stecétera.

La reducida principal del orden cero es la férmula de NEwTOM
(N), y la siguiente resulta ser la féormula de Harrey (H). General-
mente hay que resolver ecuaciones de grado superior y por haber des-
preciado en el desarrollo las derivadas superiores, no vale la pena
tomar en consideracién reducidas de orden elevado y basta general-
mente en estos casos limitarse a las segunda

f 1 — ¢/2
h = — (MA)
il 1 — 4
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o tercera reducidas
f 1 — ¢
h = — (MB)
(= ¢/2) — /2
7. Si se trata de una ecuacién del grado n pondremos, como La-
GUERRE (8)

f= —h(f +h.{/2

Multiplicaremos esta ecuacién por n y sumamos h . ' en ambos
lados

n.f+h.f = — h(nf + nhf”/2) + hi’ =
— h [(n — 1) £ + nhf”/2]

Ahora elevamos ambos lados al cuadrado despreciando los tér-
minos en el corchete si el exponente de h es superior a uno

(nf +h.f)2=h[n-—1»f.f+nmh-—1)h.{rf+ ...]
y extrayendo la raiz

nf + hf = *hvVyVnh - 1) {)? + n(n— 1)1 ht
y al despejar h sera

h = *nf/[f’i(n—1)f’\(1+n.h.f"/f’(n—1):|‘

0 sea
h = —~nf/f’[1i(n—l)\/1—|—n.h.f"/(n—l)f’] (L)

S1 se substituye en el radical h por una de las féormulas de apro-
ximacién desarrolladas anteriormente, se obtendra un valor aproxi-
mado para la correccién buscada.

8. Inversién de series:
Si se supone que la serie de potencias
y = a;Xx + a.x* + azx® + ...

sea convergente para | x | < R, puede expresarse X como serie
de potencias de y en cierto intervalo

X = by + b.y* + byy* + ...
x* = byy* + 2bsb.y* + ...
x* = (b)¥y® + ...
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Substituimos en la serie de potencias y resultara

y = ab,y + ab.y? + absy® + ...
ab%y? + 2ab,b,y? + ..
ab%y* + ...
0 sea
y = albly + (a,b, + a,b?,) y2 + (a,bs + 2ab,b, + ash?,) y3 + ...
y comparando los coeficientes se tendra
1 = a;b; b, = 1/a,
0 = ab, + a)b? b, = — 32/(31)3
0 = a,b, + 2a,b,b, + a;b? b, = (2a% — a,a;)/(a,)?
etcétera.

Al aplicarlo a la serie de TAyLOR resultara

y= —f,x=h;a =1 a = 1{/2 a, = £7/6; etc.
x = by + b.y* + byy® ...
x =h=—{/ff — (£)2f7/2 (£')* — (f)* (2" f7/4 — & £7/6)}/({")* ..

y después de algunas simplificaciones se tendra

h=—f {1 + {g' (1 = ¢) — ()2 #7/3 (f’)3]/2}/f’ (1)

9. Buscaremos un procedimiento practico para determinar las raices
reales de ecuaciones mediante una de las férmulas mencionadas
y supondremos que la ecuacién

aX" + ua X"+ ...+ ax® + ax + a = 0; a, an 4= 0
tenga solamente raices simples. Si a, no es la unidad, se divide
generalmente la ecuacién entre a, para lograr asi una simplifica-
cién del trabajo.

Sera el primer paso determinar el valor de £ (x) para valores
enteros, positivos y negativos, del argumento y encontrar ast los inter-
valos en los cuales se encuentran raices reales. Hay que tener en
cuenta que algunas veces se requiere una subdivisién del intervalo
unitario, si en determinado intervalo haya varias raices.

Sea la ecuacién
Xt — x3 — 4% + 2x + 23 = 0

Segin la regla de DESCARTES tiene la ecuacién ninguna o dos rai-
ces positivas y substituyendo x por (— x) se observa que tiene nin-
guna o dos raices negativas. Formamos, basado en el procedimiento
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de Horner el siguiente cuadro, unicamente para determinar el valor
de f (x) correspondiente a lcs argumentos indicados. No se anotan
los coeficientes de las ecuaciones para los argumentos escogidos, sino
tnicamente los valores numéricos que se requieren para encontrar el
valor de f (x).

ARGUMENTO
—4 1 —5 6 —22 111 = f(—4)
—3 1 —4 — 2 8 —1 = £(=3)
—2 1 —3 — 8 18 —13 = f(—2)
—1 1 —2 —12 14 9 = f(-1)
0 1 —1 —14 2 23 = £(0)
1 1 0 —14 —12 11 = f(1)
2 1 1 —12 —22 —21 = £(2)
3 1 2 — 8 —22 —43 = {(3)
4 1 3 — 2 — 6 —1 = {4
6} 1 4 6 32 183 = £(5)

Vemos inmediatamente que esta ecuacién tiene 4 raices reales
que se encuentran en la proximidad de los argumentos —3, —1, 1 y 4,
por lo cual se han determinado los siguientes coeficientes de las 4
ecuaciones transformadas

ECUACION ht h? h? h’ h°
12 1 —13 49 —49 —1 = 0
22 1 — 5 — 5 23 9 e 0
32 1 3 —11 —25 11 = 0
42 1 15 70 98 —1 = 0

El desarrollo en serie de Mac LAURIN es

f (h) = £ (0) + £ (0) h + £ (0) h/2 + £ (0) h%/3! + .
y resultara que los coeficientes de la ecuacién transformada seran
iguales a las correspondientes derivadas f" (0) divididas entre n!.
Para simplificar el computo se anotan en el cuadro siguiente los va-
lores de f, de las derivadas requeridas y de ¢ de cada una de estas
4 ecuaciones.

ECUACION f f f £ {117 ’

¢
12 —1 —49 98 —178 24 — 2/49
2% 9 23 —10 —30 24 — 90/529
32 11 —25 —22 18 24 —242/625
4% —1 98 140 90 24 — 5/343
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Como se menciond anteriormente debe ser muy pequeno el valor
de ¢’ lo que no ocurre satisfactoriamente en las 2? y 32 ecuaciones,
por lo cual determinaremos los coeficientes de otras ecuaciones trans-
formadas y el aumento o la disminucién requerida de la incdgnita
las encontramos por simple interpolacién linear (2).

—f(=1/f(—1) —f(—2)] = —9/22 = — 04
f(1)/f (1) — f(2)] = 11/(11 + 21) = 11/32 = 04

y seran los coeficientes de las ecuaciones transformadas los siguientes:

ECUACION h* h3 ht ht h®
212 1 —6,6 1,96 24,344 —0,6544
312 1 4.6 —6,44 —32,104 —0,5424

Los coeficientes de convergencia son pequenos y no tendran sino
en la tercera decimal la primera cifra diferente de cero.

Ahora hay que utilizar una u otra de las férmulas de aproxima-
ciéon mencionadas anteriormente, una o varias veces, hasta obtener el
valor de h con la exactitud deseada.

10. Si la ecuacion es de grado elevado sera generalmente muy labo-
rioso la determinacién de las derivadas sucesivas requeridas y
si se desea lograr una aproximacién muy satisfactoria, se puede
utilizar con mucha ventaja el procedimiento de las medias cru-
zadas de JORDAN-AITKEN (1, 7) que es un método de interpola-
cién linear reiterada.

Partimos de la férmula de interpolacién de NewToN con diferen-
cias divididas

f(x)=f@)+ x—a)f(ab)+ (x—2a){x—Db)f(a b,c)+
(x —a)(x—Db)(x—c)yf(ab,c d) + ..

las primeras diferencias divididas seran

f (a, b) =M —1f@)]/(b—a)=

[f (a) —f£(b)]/(a — b) =1 (b, a)
f (a, b, ¢) = [f (b,c) — f(a b)]/(c — a)
f(a,b,c,d) =1[f(b,c,d) — f(a b,c)]/(d— a)

f(abcde)=1[f(becde)—f(abecd]/(e— a)

y resulta el siguiente cuadro de diferencias divididas
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ARGU-
MENTO

(%)
f(a)

f(b)
f(c)
f(d)

f(e)

f(a,b)
f(b,c)
f(e,d)

f(d,e)

Cuabro A

f(a,b,c)
f(a,b,c,d)

f(b,c,d) f(a,b,c,d,e’
f(b,c,d,e)

f(c,d,e)

Al substituir en la féormula de Newrox los argumentos a, b, ¢, d

e, ... resultaran

f(a)
£(b)
f(c)
f(d)

i

etcétera.

f(a)

Cuapro B

f(a) + (b—a) f(a,b)

f(a) + (¢—a) f(a,b) + (c—a) (c—Db) f(ab,c)
f(a) + (d—a) f(a,b) + (d—a) (d—b) f(ab,c) +
(d—a) (d—b) (d—c) f(a,b.,c,d)

Se demostrd (9) que las diferencias divididas son simétricas y
por consiguiente, que no influye el orden de los argumentos.

Formamos otro cuadro de diferencias divididas especiales

d

e

f(x)
f(a)

f(b)
f(e)
f(d)

f(e)

f(a,b)
f(a,c)
f(a,d)

f(a,e)

Cuapro C

f(a,b,c)
f(a,b,c,d)

f(a,b,d) f(a,b,c,d,e)
f(a,b,ce)

f(a,b,e)

y las primeras diferencias divididas especiales de cada columna resul-
taran iguales a las primeras diferencias divididas ordinarias porque
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[f(a,e) — f(a,b)] /(c—Db) = f(ab,e) = [f(b,e) — f(a,b)]/(c—a)
[f(a,b,d) — f(ab,c)] /(d—c) = f(ab,cd) =
[f(b,c,d) — f(a,b,c)] / (d—a) etcétera.

Si se introduce la notacién f (x; a, b, ¢, d, ...), muy parecida a
la de MiLNE THompsoN (12) que representa la funcién interpolada
“uyos valores coinciden con lcs valores de la funcién para los argu-
mentos a, b, ¢, d, ... se tendra

f(x;a) = f(a)

f(x;ab) = f(a) + (x—a) f(ab)

f(x;a,c) — f(a) + (x—a) f(a,c)

f(x;ad) = f(a) + (x—a) f(a,d)

f(x;a,b,c) = f(a) + (x—a) f(a,b) + (x—a) (x—b) f(ab,c)
f(x;a,b,c) = f(a) + (x—a) f(a,c) + (x—a) (x—c) f(ab,c)

f(x;ab,d) = f(a) + (x—a) f(a,b) + (x—a) (x—b) f(ab,d)
f(x;a,b,d) = f(a) + (x—a) f(a,d) + (x—a) (x—d) f(ab,d)
atcétera. '

Consiste el procedimiento de JORDAN-AITKEN en aplicar unica-
nente la interpolaciéon linear pero reiteradamente:

f(x;a,b) = f(a) + (x—a) f(ab) =
f(a) + (x—a) [f(b) — f(a)]/(b—a) =
[(b—a) f(a) + (x—a) f(b) + (a—x) f(a)]/(b—a) =
[(b—x) f(a) — (a—x) f(b)]/(b—a)

3 escrito en forma de determinante

f(a) a—x
f(x;ab) = : (b—a)

f(b) b—x

Resulta por otro lado

f(x;a,c) = f(a) + (x—a) f(a,c) =
f(a) + (x—a) [f(c) — f(a)]/(c—a) =
[(c—a) f(a) — (a—x) f(c) + (a—x) £(a)] /(c—a) =
[(c—x) f(a) — (a—x) f(c)] /(c—a)

v en forma de determinante

f(a) a—x

f(x;a,c) = : (e—a)

f(e) c—x
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Anotaremos las dos igualdades mas arriba mencionadas en for-
ma mas conveniente:

f(x;a,b,c) = f(x;ab) + (x—a) (x—b) f(ab,c)
f(x;a,b,c) = f(x;a,c) + (x—a) (x—c) f(ab,c)

y al multiplicar la primera expresién por (x — c¢) y la segunda ex-
presiéon por (b — x) y al sumar los resultados se elimina el ultimo
término y se tendra

[(x—c) — (x—Db)] f(x;ab,ec) = (x—c¢) f(x;a,b) — (x—b) f(x;a,c)
o simplemente

f(x;a,h) b—x
f(x;ab,c) = : (c—b)
f(x;a,c) c¢—x
y analogamente
f(x;a,b) b—x
f(x;a,b,d) = : (d—Dh)
f(x;a,d) d—x
y por el mismo procedimiento se obtendra
f(x;a,b,c) c—x
f(x;a,b,cd) = : (d—c)
f(x;a,b,d) d—x

y asl sucesivamente lo que permite formar el cuadro siguiente:

Cuapbro D
FACTOR
a f(a) a—x
b f(b) f(x;a,b) b—x
c f(c) f(x;a,c) f(x;a,b,c) c—x
d f(d) f(x;a,d) f(x;a,b,d) f(x;a,b,c,d) d—x
e f(e) f(x;a,e) f(x;ab,e) f(x;a,b,c,e)

f(x;a,b,c,d,e) e—x

Cada valor de este cuadro se obtiene por multiplifacién cruzada
y después por divisién del recultado entre la diferencia de argumen-
tos, por lo cual ayuda en el trabajo practico la anotacién de los fac-
tores en la ultima columna.

Para ilustrar mejor el procedimiento confeccionamos los 4 cua-
dros para un ejemplo practico.
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—

4

7

12

£(x)
414

127
-9
—18

887

Cuabro A

(127 —414) / (2 —1) = —287
(—68+287)/ (4—1) = 73
(—9—127T)/ (4 —2) = —68 (18 —178) / (1—-1) = —10
(—8+868)/(7T—2) = 13 1+10)/(12—1) =1
(—18+9)/ (1—4) = -3 (23—18)/(12—2) = 1

(181 +3) / (12 —4) = 28
(887 +18) / (12— 1) = 181

y la comprobacién de que las primeras diferencias divididas ordina-
rias y especiales de cada columna sean iguales resulta del

12

414

127

-9

—18

887

Cuabro B
(127 — 414) / (2 — 1) = —287
(—141+287) / (4 —2) = 73
(—9 —414) / (4 — 1) = —141 (43—173)/(1T—4) = —10
(—72+287)/(7T—2) = 43 (-5+10)/(12—17) =1
(—18—414) / (T—1) = —172 (33—-73)/ (12 —4) = —5

(43 +287) / (12— 2) = 33
(887 —414) / (12 — 1) = 43

Otra comprobacién resulta del siguiente

414
127
— 9
—18
887

414
414
414
414

Cuapro C

1.287
3.287 + 3. 2.73

6.287 + 6. 5.73 — 6. 5.3.10

414 — 11.287 + 11.10.73 — 11.10.8.10 + 11.10.8.5.1

y finalmente determinamos el valor de la funcién para el argumento
x = 10 segun el siguiente

Xy
1
2
4
7

12

f(xy)
414
127
— 9
—18
887

Cuapbro D
1) (2) (3) (4) 10 — x4
9
—2169 8
— 855 3087 6
— 234 927 —1233 3
801 207 927 63 = £(10) —2

Los términos en la columna (1) representan los valores obteni-
dos por interpolacién linear, los de la columna (2) representan los
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valores obtenidcs al tomar en consideracion las segundas diferencias,
¢ sea, obtenidos por interpolacién cuadratica y asi sucesivamente.

Comprobacién de los cémputos:

[9.127 ~ 8.414]/1 = —2169; [8(—855) — G(—2169)1/2 = 3087
[9.(—9) — 6.414]1/3 = —855; [8(—284) — 8(—2169)1/6 = 927
[9(—18) — 3.414]/6 = —234; [8.801 — (—2) (—2169)1/10 = 207
[9.887 + 2.414]/11 = 801; [6.927 — 33087)/8 = —1233

[3.927 — (—2) (—1233)1/5 = 63; [6.207 — (—2) 30871/8 = 927

Se recomienda efectuar el cémputo conforme a este procedi-
miento con una maquina de calcular y hay que anotar unicamente
los valores que figuran en el Cuadro D porque los denominadores
aparecen siempre en la maquina, de la cual pueden copiarse.

Ccnsideramos muy instructivo este ejemplo, porque demuestra
que los valores sucesivos no permiten siempre una conclusién res-
pecto del valor buscado. La funcién utilizada es

f(x) = x* — 24x* + 206x* — 752x + 983
Buscaremos ahora la solucion de la ecuacion

f(x) = 15,600.000 (1 + x)** + 78231 [1 — (1 + x)*]/x ~
1,014.000 [1 — (1 + x)*#]/[(1 + x)* — 1] — 14,352.000 = 0

como lo hizo el autor en una clase dictada el 10 de junio de 1964 en
Ja Universidad de Berna, Suiza. Esta ecuacion resulté de un problema
de matematicas financieras. Determinamos a base de una tabla finan-
ciera (4) los valcres de f (x) para argumentos (tasas) diferentes.
Requiere la solucién de este problema determinar el valor de x para
el cual se cumpla aproximadamente f (x) = 0.

Como se trata de un caso de interpolacién inversa, anotamos en
la columna “argumento” el valor de la funcién multiplicada por 10°
para hacer desaparecer la coma de decimal y en la columna “funcién”
la tasa de interés correspondiente multiplicada por 107. El factor 10°
no tiene influencia porque en cualquier cémputo entra tanto en el
numerador como en el denominador.

Resulta el cuadro siguiente, al pie del cual anotamos algunos de
los calculos para hacer ver con mas claridad el mecanismo de célculo.

ARGUMENTO FUNCION (1) (2)

1430 666 902 65625

999 697 269 68750 7 599 889 581

584 863 503 71875 619 680 445 6 475 830 773
185 503 036 75000 639 667 638 487 305 250
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— 199 018 422 78125 659 849 041 498 941 892

— 569 308 119 81250 680 222 477 5910 739 666
— 925 947 454 84375 700 785 708 522 697 430
—1269 493 076 87500 721 53€ 455 534 814 042
(3) (4) (5) (6)
49 263 5147
307 4250 28 469 816
352 0462 927 288 438 959
397 3743 585 610 438 114 44 031
443 4078 €44 996 437 247 44 035

Ccmprobacién del calculo:

68750.1430 €66 902 — 65625.999 697 269

= 7 599 889 581

(1430 666 902 — 999 697 263 =) 430 969 633
que es el primer resultado anotado en la columna (1);

71875.1430 €66 902 — 65625.584 863 503

= 7 619 680 445

(1430 666 902 — 584 863 503 =) 845 803 399
que es el segundo resultado anotado en la columna (1);

75000.1430 666 902 — 65625.185 503 036

= 7 639 667 638
(1430 666 902 — 185 503 036 =) 1245 1€3 866
que es el tercer resultado anotado en la columna (1)

78125.1430 666 902 + 65625.199 018 422
= 7 €59 849 041

(1430 666 902 + 199 018 422 =) 1629 €85 324
que es el cuarto resultado anotado en la columna (1). Realmente

anotamos en la columna (1) unicamente en el primer resultado la
cifra inicial porque se repite en tcda la columna, por lo cual no hay
que utilizarla para determinar los valores de la columna (2).

619 630 445.999 697 269 — 599 889 581.584 863 503
= 6 475 830 773

(999 697 269 — 584 863 503 =) 414 833 T6€
que es el primer resultado de la columna (2);

639 849 031.999 697 269 — 599 889 581.185 503 036
= 6 487 305 250

(999 €97 269 — 185 503 036 =) 814 194 233

que es el segundo resultado de la columna (2);

659 849 041.999 697 269 + 599 889 581.199 018 422

= 7 498 941 892

(999 697 269 + 199 018 422 =) 1198 715 691
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que es el tercer resultado de la columna (2) y asi sucesivamente.
En la columna (2) anotamos {ambién tinicamente en el primer resul-
tado la cifra inicial porque se repite en toda la columna, por la cual
no ha sido utilizado para determinar los valores de la columna (3).
Se separaron en la columna (3) las primeras dos cifras, y lo mismo
sucede en la columna (4). Las ultimas dos cifras del resultado que
se tomaron en consideracién son las que figuran en la columna (6)
v el mismo valor se hubiera obtenido al redondear los resultados de
la columna (5). El resultado definitivo sera, por consiguiente,
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x = 0,007 || 6 || 49 || 28 || 44 = 0,007 649 2844.
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