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Esta paradoja se refiere al conjunto de todos los conjuntos que
no son elementos de si mismos; y puede expresarse en las palabras
siguientes: “El conjunto de todos los conjuntos que no son elemen-
tos de si mismos es elemento de si mismo, si no lo es, y no lo es, si
lo es”. Para abreviar la exposicién, vamos a designar de aqui en
adelante al conjunto de todos los conjuntos que no son elementos
de si mismos simplemente “conjunto de Bertrand Russell”. Se cono-
cen muchas graciosas variantes de csta paradoja, como por ejemplc
el barbero de una aldca que afeita a todos los hombres que no se
afeitan a si mismos, el catdlogo de todos los catalogos de una biblio-
teca que no se mencionan a si mismos. En nuestra opinién, la solu-
cién de esta paradoja estriba en lo siguiente: No vacilariamos en
afirmar que la definicién de todo conjunto cualquiera consiste en
las dos propiedades siguientes: la de contener todos los elementoc
de cierta clase (que podremos llamar “propiedad A”), y la de con-
tener “nicamente los elementos de esta clase (que llamaremos ‘“pro-
piedad B”). Evidentemente, las nropiedades A y B son independien-
tes entre si, porque a la propiedad A la satisface también cualquier
conjunto que contenea al coniunto dado como subconjunto propio
y a la propiedad B la satisfac~ también cualquiera subconjunto pro-
pio del conjunto dado. T.a definicion completa de un conjunto de-
beria por lo tanto redactarse en la forma siguiente: es la intersec-

(*) Trabajo presentado al Coloquio de la Academia de Ciencias Fisicas, Matematica.
v Naturales. Noviembre de 1966.
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cién del conjunto de todos los conjuntos que contienen todos los ele-
mentos de cierta clase; y del conjunto de todos los conjuntos que
contienen #nicamente a los elementos de esta clase.

Ejemplo: La definicién de un lugar geométrico como el con-
junto de todos los puntos que gozan de cierta propiedad, y tnica-
mente de los puntos que gozan de esta propiedad, comprende en
realidad dos propiedades totalmente independientes una de otra, y
que podremos designar, como antes, con las letras A y B. Asi, a la
definicién “coniunto de todos los puntos del plano cuya distancia a
un punto fijo ¢ sea igual a la constante », (propiedad A) que sa-
tisface también la figura dada cn el “grafico 1”; y a la definicién
“conjunto Gnicamente de los puntos cuya distancia a un punto fijo e
sea igual a » (propiedad B), le satisface también cualquiera arco
de circulo. Luego, si aueremos identificar la circunferencia, debe-
Hemos definirla como ‘“‘intersecciéon del conjunto de todos los con-
juntos planos de puntos que contengan a todos los puntos distantes
7 de ¢, y del conjunto de todos los conjuntos planos de puntos que
contengan #Wnicamente a los puntos a una distancia » de c.

Veamos ahora si dicha interseccién siempre existe; (a saber,
la interseccién del conjunto de todos los conjuntos que satisfacen
a2 la propiedad A en sentido més general, y del coniunto de todos los
ronjuntos que satisfacen a la nropiedad correspondiente B) y enton-
mes veremos que precisamente en el caso del conjunto de Bertrand
Russell dicha interseccion es vacia. Efectivamente, para un conjunto
cualquiera ¢ postulémosle la propiedad A en el caso de Bertrand
Russell:

Postulado A: El conjunto ¢ contiene a todos los conjuntos que
10 son elementos de si mismos.

De este postulado inmediatametne se deduce el siguiente Teo-
rema:

El conjunto ¢ no satisface a la propiedad B en el caso Ber-
trand Russell o mas concretamente: el conjunto ¢, ademas de los
zonjuntos que no son elementos de si mismos, también contiene algu-
108 conjuntos que si son elementos de si mismos. Férmula I (la mds
corta) .

Demostracién: El conjunto ¢ se contiene a si mismo. Prueba
por reduccién al absurdo: pues si no se contuviera, ¢ seria un con-
iunto que no se contiene a si mismo, y entonces no contendra a fodos
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los conjuntos que no se contienen a si mismos, contra la hipétesis,
lo que queriamos demostrar.

Y si le pcstulamos rara cl conjunto ¢ la propiedad B, podria-
m-s demostrar como teorema que el conjunto ¢ no satisface a la
propiedad A, Teorema reciproco al anterior, que podria deducirse
de aquel, facilmente demostrable independientemente. Férmula II
(la mds larga).

Ejemplo: En una aldea vive un barbero que afeita a fodos los
hombres que no se afeitan a si mismos: ;Quién afeita al barbero?
Tomando este enunciado al pie de la letra, llegariamos a la absurda
conclusiéon que ¢i el barbero se afeita a si mismo, entonces no se
afeita, y si no se afeita, entonces se afeita. Pero la solucién consiste
en que se hacen a propodsito del barbero (como antes en el caso ge-
neral de la paradoja de Bertrand Russell) dos postulados que se
contradicen:

A) El barbero afeita a todos los hombres que no se afeitan
a si mismos.

B) El barbero afeita #nicamente a los hombres que no se afei-
tan a si mismos.

Efectivament2, admitase primero el postulado A. De él siguese
inmediatamente el siguiente Teorema:

Ademas de los hombres que no se afeitan a si mismos, el bar-
bero afeita también al menos a un hombre que se afeita a si mismo.

Demostracion: (por reduccién al absurdo) : El barbero se afei-
ta a si mismo, pues de lo contrario no afeitara a todos los hombres
que no se afeitan a si mismos. Después de demostrado este teorema,
va es ‘mposible enunciar el postulado B sin incurrir en una anti-
nomia. Igua'mente, si hubiéramos cmpezado por enunciar el pos-
tulado B, de este seguiria inmediatamente el teorema de que el bar-
bero no afeita a fodos los hombres que no se afeitan a si mismos,
pues en particular no puede afeitarse a si mismos, pues en particular
no puede afe:tarse a si mismo sin infringir al postulado A. En igual
situac’én esta el caso del catidlogo que contiene todos los catalogos
que no se contienen a si mismos, y sélamente estos catalogos. Y si
enunciamos estos dos problemas en la forma tradicional del alcalde
de la aldea que ordena al barbero de afeitar a todos los hombres que

24



no se afeitan a si mismos, v solamente a éstos, 6 del director de la
biblioteca que manda a su secretario a redactar un catalogo de to-
dos los catalogos que no se contienen a si mismos, y solamente a estos,
tendriamos ya una antinomia juridica en voz de la matematica, cosa
de sobra conocida en la vida real.

Volvamos, sin embargo, del terreno juridico al matematico.
Hay otrzs paradojas analogas a la de Bertrand Russell que se re-
suelven por métodos parecidos. Tal es el caso del conjunto de todos
los pares. El conjunto de todos los pares y el de todos los ternos
constitiyen un par, luego pertenecen al conjunto de todos los pares,
de lo cual parece seguirse que el conjunto de todos los pares contie-
ne al conjunto de todos los ternos. La solucién se base en la misma
distinc.6n entre el conjunto de todos los pares (y tal vez de algo
mas...), v el conjunto #nicamente de los pares (tal vez no todos).
El p:imero contiene ain al conjunto de todos los ternos: el segun-
do no contiene el par formado por el conjunto de todos los pares y
el de todos los ternos.

Otra famosa paradoja es la de los adjetivos homoldgicos y he-
terologicos.

Un adjetivo se llama homolégico, si se califica a si mismo, como
v.gr. decalitero, pentasilabo, castellano, italiano; heterolégico, si no
se califica a si mismo, como monosilabo, inglés. Ahora bien: ja qué
categoria pertenece el adjetivo keterolégico? Aplicando la definicion
al pie de la letra, llegariamos a la conclusién de que este adjetivo
es homoldgico, si es heterolégico, y es heterolégico, si es homologico.
A esto se puede objetar que los conjuntos de los adjetivos homolé-
gicos y heterolégicos estin mal definidos. En efecto, los ejemplos
citados (d—e—c—a—]}—i—t—e—r—0, p—e—n—t—a—s—i—I]—a-
b—o, castellano, italiano) son tal vez los tnicos casos de adjetivos
verdaderamente homoldgicos que ocurren con cierta naturalidad, y
se necesita un gran esfuerzo de ingenio para ampliar la lista. Para
la mayoria aplastante de los demas adjetivos las definiciones de lo
homolégico y heterolégico o no tienen ningln sentido del todo u
ofrecen dudas. El adjetivo rojo es homolégico; rojo decididamente
heterolégico; v icudndo estd enunciado en voz alta? ;y los adjeti-
vos “eufénico” y “cacofénico”? es cuestion de gusto.
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