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SINOPSIS.

Este articulo discute algunas relaciones nuevas y curiosas entre
los niimeros de Fibonacci y los polinomios de Chebicheff. Los resulta-
dos obtenidos conducen a un método general para el desarrollo de fun-
ciones en serie de otras funciones con ntimeros de Fibonacci como co-
eficientes. Entre los ejemplos obtenidos mostramos una serie nueva
para el arco tangente que provee ciertas series rapidamente conver-
gentes para el cdlculo de 7.

Seccién 1.
NUMEROS DE FIBONACCI Y POLINOMIOS DE CHEBICHEFF.

Las propiedades de los ntimeros de Fibonacci se conocen desde
hace mucho tiempo. Su origen se remonta al aflo 1202 con la publica-
cién del Liber Abaci por el matematico italiano Leonardo de Pisa, me-
jor conocido por su apodo de Fibonacei, forma abreviada de Filius Bo-
nacci, o sea hijo de Bonacc.

Fibonacci aparentemente tenia un sentido del humor aparte de
sus talentos matemadticos: Liber era un dios latino, hijo de Ceres y her-
mano de Proserpina. Los romanos asimilaron este dios a Baco o Diéni-
s0s, el dios griego del vino. Festivales, llamados Liberalia, se celebra-
ban anualmente honrando a Liber Bacus. Como Liber Abaci quiere de-
cir Libro del Abaco, y dbaco en latin es abacus, Fibonnaci parece ha-
berse entretenido, en una época de fuerte dominacién por la iglesia ca-
télica romana, en haber titulado su libro en una forma reminiscente de
un dios pagano del vino y la fertilidad.

™) Trab;jo distinguido con Menciéon Honorifica. Premio Anual de Investigacién
“Fundacién CJM”’, 1983.

(**) Area de Estudios de Postgrado Universidad de Carabobo, Valencia, Venezuela.
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Fibonnacci no descubrié ninguna de las propiedades de la sucesién
que lleva su nombre. El se limité a proponer, y a resolver, en el Ltber
Abaci, el problema de cuidntos conejos nacerian en un afo a partir de
una pareja de conejos. Con ciertas suposiciones naturales acerca de
los hébitos de procreacién de los conejos, la poblacién de parejas por
mes corresponde a los elementos de la sucesién de Fibonacci: 1, 1, 2,
3, 5, 8, 13, ete., donde comenzando con cero y uno cada término es la
suma de los dos anteriores.

Con el curso del tiempo esta sucesioén apareceria en tantas dreas
sin relacién alguna con la cria de conejos que en 1877 Edward Lucas
propuso que se la llamara Sucesién de Fibonacci, y a los nimeros que
la integran, Niimeros de Fibonacci. Es tal la fertilidad de esta suce-
si6n que en Estados Unidos se edita regularmente el Fibonacci Quar-
terly, publicacién que recoge las numerosas curiosidades que se des-
cubren cada afio relativas a los mimeros de Fibonacci.

A pesar de este predmbulo es, quizés, sorprendente encontrar
unas relaciones nuevas e inesperadas entre nimeros de Fibonacci y
los polinomios de Chebicheff. Procedamos a su deduccién.

La relacién conocida [1] para los polinomios de Chebicheff de pri-
mera especie:

T (x) = % [(+v/x2— 1) + (x—/x2— 17, (1)

da con x =—5~,
2

2 m /5 1 144/5.n 1—/5 |
Tn( = —ln 2T NYyn .
7 25) 75 [( . >+ (=D . )] (2)

Paran impar esta relacion coincide con la férmula de Binet[2] para los
nimeros de Fibonacci:

[(“2‘/5 P —( }%m' G)

v+ 1
n \/5
Obtenemos asi,

(A/B), | (4)

9
Vons1 + —— Loyl

NG}
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La siguiénte relacion es conocida[2],
Qo
t(1—t—t2)~1 = T v t". (5)
n=0

En esta ecuacién cambiemos a t por —t y sumemos (5) a la expresion
resultante. Obtenemos asi,

2 =l _ 2 2
t* (4 —3t%+1) = E gt (6)
En la expresién[1]:
o0
(1-2xt+t%)~1 = T U_t", (7
n=0

donde los U (x) son polinomios de Chebicheff de segunda especie, ob-
tenemos luego de cambiar a x por —x, recordando que U_ (—x)
(—1) U (x), y restando la serie resultante de (7),

(o o]
2xtd+2(1—2At2 + 1)L = £ U, ; (™"
n=0
Haciendo x = i5- obtenemos
2
2044 2 —1 _ - 2n+2
t4t*—3t“+1) EO 5U2n+1( ygen+a,
n

Reemplazando a n por n—1 y comparando la expresién resultante con
la ecuacién (6) obtenemos,

1 /5

Yon = NG Uzn—l(‘”é"“)' ngl )
La relacion[1]:
T,®=U0,00—-xU,_, ), | 9
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da, luego de cambiar anpor 2n +1, hacer x = -%- , yutilizar (4)y (8),

Ugn + Von 42 = U2n _\/5 (10)

La ecuacién (9) da, luego de cambiar a n por 2n, hacerx = —\—/f’- , ¥ uti-
lizar (4) y (8), 2

_"Zn.t]._:.£2n-_—1. - TZB('_.\g’_‘). (11)

Las ecuaciones (4), (8), (10) y (11) relacionan todos los polinomios e
Chebicheff de argumento +/5/2 con nimeros de Fibonacci.

Identidades que relacionan polinomiois de Chebicheff conducen a
identidades para ntimeros de Fibonacci. Por ejemplo, la relacién[3]

n-1

L Top ®=%Uy ;X
m=0

da con x = _\-/2-‘5’- , €l resultado conocido[2]

n—1

L v =
m=0

La ecuacién[3):
2 n

da con x = /56/2 el resultado conocido[2]

n
L om = VYon+1 L.
m=

UV
=1
~ La relaci6n(3]
2 Tn(X) Un—l(x) = Uzn_l(x),
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da con n reemplazo por 2n+1 y x = /5/2,

Yans2  _ Uzn(l/i)’

V2n+1
que puede escribirse
v v v 5
4n+2. Yan+1.. Y2ni2 _ U, ( l/é—)' (12)
Vany1  Van Yon+1
Como[2]
llm vk+1 = 1 +\/5
k— oo Uy 2

y laecuacién (12) tiene (4n+2) — (2n+1) = 2n+1 factores, obtenemos
la siguiente aproximacion,

Upn( \f )= (“2\/5 s, (13)

Comparando (13) y (3) obtenemos la aproximacién

1 /5
t/'g U2n(7) = Von+1 (14)
Comparando (2) y (3) da también la aproximacién
2 NG
IRArRER e

Las ecuaciones (10) y (11) se combinan con las ecuaciones (14) y (15)
para dar la interesante relacién aproximada

Un—1 + Un+l

~ . | (16)
N
La relacién[4]
Un+m = Yn—1¥m ¥ UnVm+1r
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que puede ser demostrada por induceci6n, se combina con (16) para dar
la siguiente relacién aproximada:

U

5 ="

vh, | (17)

Las ecuaciones (13) ala(17) dan excelentes aproximaciones sin es ma-
yor que 5.

Seccién 2.
DESARROLLOS EN SERIE CON COEFICIENTES
DE FIBONACCI.

Los polinomios de Chebicheff son casos especiales de los polino-
mios ultraesféricos[1] C’ (x), con » = 0y 1. Las relaciones exactas
son[3}:

T,(®) = % nC’(x) = @) 'P, 7 %) @),

y

U, x) = C'. (%) = (2g,,)7'P,0%) (x),
con

n n!

P, (@ 8 (x) son polinomios de Jacobi[1].

Consideremos el desa.rrollo[l]:

exp(xt) = (‘——)'""I‘(V)E(Hn)I (D G ), (18)

donde las I (t) son funclones de Bessel modificadas de prlmera espe-
cie. En (18) reemplacemos a x por —X, recordando que C’(—x) =
(—1)P C* (x), y restemos la serie resultante de la ecuacion (18) para ob-
tener

t
senh xt = (—2-—)_"I‘(v)nf=_20(v +2n+1) 1 o (1) C¥y , 1(X).
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Hagamos ahora » = 1. Reemplacemos a t por —it y recordemos que
I(—at) = i1 J(t). Hagamos x = _\./..5_. , reemplacemos a n por n—1,
y finalmente hagamos +/5t/2 = £. para obtener el resultado.

Esenf=5T (1-1)n+ 12nv, J, (2¢/+/5). (19)

Separando la parte impar de (18) en vez de la par, da el resultado

o Von + V2n 42
tcost=5L é—l)n(2n+1)[ NG 105, _1 (2¢/-/5). (20)

En razén de la ecuacién (16), la expresién en corchetes arriba es apro-
ximadamente v, _ .

Las series (19) y (20) convergen rdpidamente, y son, a conocimiento
del autor, resultados completamente nuevos.

Debe observarse que la técnica es completamente general. Dada
una funcién f(x,t) que admita un desarrollo en serie de la forma

fx,t) = E:a;n(t)C"n(x), ~ 21)

es simplemente necesario dar valores apropiados a », y hacer xigual a
V572, si \/5/2 estd dentro de la regién de convergencia en x, para lle-
gar a una expresién como (19) o (20). Las referencias [1] y [5] con-
tienen amplia informacién sobre las condiciones que garantizan la va-
lidez de los desarrollos (21).

'Es importante tener presente que los nimeros de Fibonacei cre-
cen sumamente rapido, por ejemplo, vy, = 55, vy, = 6765, vgy =
832.040, v,, = 102.334.155. Por lo tanto, cuando un desarrollo en se-
rie con coeficientes de Fibonaccr es convergente, los a () deben decrecer
muy rapidamente a medida que n aumenta. Esta c:rcunstanma hace
esas series muy amenas para el cdleculo numérico. Ilustremos este
hecho en las secciones venideras.
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Seccién 3.
UNA SERIE PARA EL ARCO TAN GENTE

Consideremos una vez més la expresion.

(1—2xt+t2)'1 ’U Lt ')

Multipliquemos ambos miembros por (—2x+2t), lo cual hace el primer
miembro un diferencial exacto, e integremos con respecto a t,

+1 tn+2
Log(1—2xt +t%) = —2xEU x) 2 +2’}:U
& ) nl ) n+l n=0 MX)n+2, (22)

donde la funcién logarftmica designa aquella rama que tiende a cero
cuando t tiende a cero.

Reemplacemos a t porit,y lﬁego at por —it, y restemos las dos expre-
siones. Obtenemos asi,

X 2 2n+1 oo ! —1n+1:2n+
Log ( 1—2ixt—t )= —4ixE * Upp(®) (" 5 on—1(X) (=17 t4n

1+2{xt—t? n=0 2n+1 n=1 2n+1
Tenemos también, _ i+ ____ZXt
1—2ixt—t? 1—t? 2,
2 ) = g( . ) = R tan 2
1+2ixt—t 2xt % 1—t
j -
| 1—t? -
Esto nos da,
a1 2 oxt +28 Um0 Un a IR (g5

1-t n=1 2n+1-

Hagamos ahora x = % ; utilicemos las ecuaciones (8)y (10) yladefi-
nicién de los ntimeros de Fibronacei: v = v,_; + v__,, ¥ finalmente
hagamos /56t = £, para obtener,
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- . 2n+1
-1 55 =°°E ( 1)n02n+1£n+ , (24)

5—&% n=0 5" (2n+1)

tan

que nos da una sencilla y curiosa serie para el arco tangente con nime-
ros de Fibonacci impares como coeficientes.

Sececidn 4.
COMPARACION CON LA SERIE DE EULER PARA EL ARCO
TANGENTE.

Existen dos series célebres para el célculo del arco tangente. La
primera de ellas es la serie de Gregory descubierta por éste en 1671, y
la cual tiene la expresion:

Esta serie converge muy lentamente, excepto para valores muy pe-
quefios de su argumento. Para x = 1, por ejemplo, da la famosa serie
de Leibnitz para #/4, con la cual son necesarios dos mil términos para
obtener tres cifras decimales de 7. La serie de Gregory es un caso es-
pecial de la serie (23) correspondiente al valor x = 1, recordando que
U_ (1) = n+1, y utilizando la 1dent1dad trigonométrica para la tangen-
te del angulo medio: tan~! (2t/1—t%) = tan~ 4.

La serie de Euler, descubierta por éste en 1755, tiene la forma

<N
oy o 5207 yEnsy
n=0 @n+1)  @+A)tH!

(25)

Esta serie converge rapidamente para toda x, y especialmente para
valores pequeiios de su argumento.

Sea x = a << 1. Utilizando la férmula de Stirling para el factorial

nl ~+/27n (—=), ngrande,
e
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obtenemos para el término general a_ delaserie de Euler, la aproxi-
macién

a_ ~ e\2/1r az\r/l:l-l (26)

Para comparar este resultado conel correspondlente ala serie (24) ha-
cemos 5&/(5—%#%) = a V0, y seleccionamos la menor de las rafces de es-

ta ecuacion cuadratica:

1=4/1 + (4e?/5)

Si o es pequeiio, tenemos §, ~ a. Para el bérmino general, aparte del
signo, b_ de la serie (24) tenemos, recordando las aproximaciones (13)
y (14), el estimado.
on+1 1 + 5—1/2 . ) )
iz oo+t (28)
Zn+1 2
“Comparando (26) con (28), y observando que la expresién en parénte-
sis arriba es menor que uno (0,723606798), vemos que, para valores
pequefios del argumento, 1a serie (24) converge sustancialmente més
rapido que la serie (25).

Lo del argumento pequefio es sélo una restriccion aparente, nece-
saria para simplificar la demostracién arriba. Si « es grande basta uti-
lizar la identidad:

tan 1o = T tan—} -—i- , (ax>1).

2 o .
La serie (24) tiene la ventaja adicional de ser una serie alternante,
mientras que la serie (25) no lo es. Es, como es bien sabido, una pro-
piedad general de estas series que el resto después de n términos tiene
un valor que esté entre cero y el primer término despreciado. Es muy
sencillo, en consecuencia, determinar el nimero de términos de (24)

necesarios para obtener un determinado grado de precision.

Seccidn 5.
ALGUNAS SERIES PARA .

En la ecuacién (24) hacemos 5¢/(5—t2) = 1, resolvemos esta
ecuacidn cuadratica conla ayuda de (27), y sustituimos en (24) para ob-
tener,
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o 2 3
r=5E U 05p, 277 29)
n=0 (2n+1)(3++/5)%+1

De la ecuacién (28) vemos que rapida convergencia de la serie (24) de-
pende de nuestra habilidad para escoger el argumento del arco tan
gente, 0, lo que es lo mismo, el dngulo, suficientemente pequefio.

Por ejemplo,

T tan—l(o—
™ tan—*! (2—/3).

Para este argumento, la menor de las raices es aproximadamente
0,264208298, que es m4s de tres veces mds pequena que la utilizada en
la ecuacion (29). Con este valor de £ la serie (24) converge muy répida-
mente. Un célculo hecho en una microcomputadora Radio Shack TRS-
80 Modelo I dio quince cifras decimales de = con sélo diez términos. La
serie de Euler para el mismo argumento requiere trece términos para
dar quince decimales de 7. Por contraste, la serie (29) requiere treinta
y dos términos para dar quince decimales =, mientras que la serie de
Euler para el mismo argumento requiere cincuenta términos.

Es posible utilizar una estratagema originada por Euler[6], que
consiste en utilizar la identidad,
x =20tan"1(1/7) + 8tan—1(3/79). (30)

Haciendo o igual a 1/7 y a 3/79 obtenemos valores para las raices que
son aproximadamente,

£ =0,142278764y £’ = 0,037963737.

Utilizando esos valores en (30) con la serie (24) obtenemos una serie
para m que converge extraordinariamente rapido. Un edlculo por com-
putadora con esta combinacién de arcos tangentes dio para la serie de
Euler y para nuestra serie los valores:
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Nimero de términos

utilizados Serie de Kuler Serie nueva

1 |

8,108360000000000  3,149285186563369
’ 3,140984558933333  3,141546332790760
° 3,141682227758568  3,141593001447959
’ 3,141592468172661  3,141592650726275
y 3,141592650217626  3,141592653614616
’ 3,141592653527526  3,141592653589571
! 3,141592653588631  3,141592653587796
z 3,141592653589771  3,141592653589793

3,141592653589793

Vemos que la serie nueva consistentemente da mejores aproxima-
ciones que la serie de Euler.

Otras combinaciones de arcos tangentes,' tales como,
x = 24tan~1(1/8) + 8tan—1(1/57) + 4 tan—1(1/239),

debido a Stérmer, dan resultados similares a los de arriba. A medida
que se calculan méds decimales, sin embargo, la diferencia entre las se-
ries se hace notar, y labalanza se inclina en favor de nuestra serie. Pa-
ra el mismo valor del argumento el décimo término de la serie de
Euler es 5,09 x 102 veces més grande que el décimo término de la
nuestra. El vigésimo término de la serie de Euler es 4,52 x 10° veces
més grande que el término correspondiente de nuestra serie. El trigé-
simo término es 3,64 x 10° veces mds grande. El centésimo término es
8,39 x 102° veces mas grande, y el tricentésimo término es 2,30 x 1086
veces més grande. . :

Es un hecho histérico interesante que Fibonacei intent6 en su épo-

ca calcular el valor de = por el método de los poligonos inscritos y cir-
cunscritos de Arquimedes. Utilizando un poligono de 96 lados, obtuvo
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para = la aproximacién 864 + 275, lo cual le dio el valor aproximado
de 3,141818, con tres cifras decimales correctas. Es sensato pensar
que €| nunca sospeché que la peculiar sucesién que habfa descubierto
en el crecimiento de la poblacién de conejos daria, casi ocho siglos des-
pués, un sencillo y poderoso algoritmo para el cdlculo de = con cual-
quier precisién deseada.
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