EVALUACION DE INTEGRALES FINITAS QUE CONTIENEN
LA FUNCION -M DE DOS VARIABLES
USANDO EL OPERADOR E

Por R. R. MAHAJAN y RAJENDRA K. SAXENA
RESUMEN:

En este trabajo hemos evaluado dos integrales de finitas que encierrar
el producto de Ia funcién M y de la funcién hipergeométrica generalizada
Las integrales se evaluardn usando el operador E de diferencia finita.

(2) INTRODUCCION:- La funcién M de dos variables que aparece er
este trabajo se debe a D. P. Mourya (5). Se define y reptesenta como sigue:

—
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donde pi, qi, m; y oy (i = 1,2,3,) son integrales no negativas tales qu=
ISmi<pi, 0 <nmi<q. a4, b, ¢, dj, & y fj son niimeros complejos vy a;, B,
vi 8, €& y @ son nimeros reales positivos.

Ningin polo de I'(l1—a+ag+am), I'l—cg+yvE) y I'(l—e+em)
~oincide con ningtin polo de I'(b;j—Bi&—Bm) I'(d;—8&) y I'(fj—eom), res-
pectivamente.

L;, L; son contornos adecuados. x e y no son iguales a cero.
x=exp {E(ogls|+1 arg 0}

y"=exp {(log|ly|+i arg v) }, en la cual log|x' y log|y| denota el logaritmo
natural de [x| y |y|.

La integral a la derecha de (2.1) es convergente en las siguientes con-
diciones:



(2.3)
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(3) NOTACION: En este trabajo usamos la notacidn:
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sara designar que los pardmetros mostrados como —-— son los mismos que
los de M(x,y) en (2.1).

El operador de diferencia finita E usado en este trabajo [4, p. 33 con
y=1] se define como sigue:

Ea f(a) = f(a+1), E? f(a) = f(a+n)
(4) INTEGRALES: Establecemos las integrales siguientes:

Primera Integral

‘4.1)
m
1 —
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) o ji=1
=T (ﬁ) . z X
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]=
T S ﬂ
(lmpmpit, ) {(dg:, 82},
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x M h h
) + 2
P & " {(cpz, YP2)} 5 (1—p—at—f +v, g)
R I R R y_

siempre que (ﬁ)>0, usv (ou=v+1 y[z|<1) ninguna de 61, Bz, - ﬁv es
ero 0 entero negativo.

Re (Q+—I}I]1;dj/8j)>0 pata j=1;2;----; m

Re (g+B—0a—v) 0, es un entero positivo y se satisfacen las condiciones
de (2.3).
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Segunda Integral:

(4.2)
t
p—1 §—1 A a0V B
x (t—x) M{zx . pfv p kx (t—x) dx
o Bv
7
n (o)g (kt**%)® T'(8+ug)
p+8-—-1 oo j:l
=t z X
g=0 v
T (Bj)g (8)!

e ]
..................................................... X
m+1 , 02 (1—p—vg, M), {(dg:, 8q2)},

x M . o (1 ey g S >y
pr—mz , Q2+ 1—m {{cpz, YP2) }; (1—p—Vg g, A)
A P y
siempre que u<v (or u=v+1 a kt**% <1) ninguna de f,----, By es cerc

o entero negativo.

Re (Q—|—)\.d_]/8])>0 para j=1, 2, ----, m.

A>0, Re (8) >0 y se satisfacen las condiciones de (2.3) cuya x se reem-

plaza por z.
DEMOSTRACION DE (4.1):

Para la demostracién de (4.1) usatemos la siguiente integral:

(4.3)

1 o
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o ———
S R RN e
m2+1 , nz (1—""9, '—_): {(qu) qu)},
—r . M ) h m
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que puede demostrarse facilmente expresando M como funcién de contorno
de Mellin-Barne de (2.1) intercambiando de integracién, y evaluando la
integral interna y luego haciendo la interpretacién usando (2.1).

Las condiciones de convergencia de (4.3) estdn incorporadas en (4.1)
Multiplicando (4.3) por

U
7 T+ @ o) 2
J‘:

v

7 [(Bi+8) (B

]:
y tratando ambos lados por el exp(E,' Es+E. Es E,) obtenemos:
(4.4)
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.............. R P
u _

Después de intercambiar el orden de integracién y suma y de evaluar
la suma obtenemos al lado izquierdo de (4.4)
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(4.5)

‘ Jl - ap+8
PAL na—l(l_n)ﬁ—l M (X‘nh , y) WEV : an x
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FV) .
x 2F1 (a, v, §; 1—n) dn -

v

m F(Bi+8) . F(B)

j=1
Entonces reemplazando la funcién M por una integral de contorno Mellin-
Batne, y cambiando el orden de la suma e integracién y simplificando un
poco la parte derecha de (4.4) resulta:

: u
(4.6) x  [loy+8+p)
1 % j=1
- P m(§, 7) x* y* =
(271)? p=0 Vv
r 7 T(f+5+uw)
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Usando ahora el teorema de Gauss 8, cambiando el orden de inte

gracién v de suma e interpretando el resultado por el uso de la parte a I
derecha de (4.4) se reduce a:

4.7)
33
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=
p=0 v
. rig+8+u) (!
]__.

31



.............................
...................

m { (dq:. qu) },
(—p—ut, ), (1—p—ut—

m
% M my+2 , n; (l—p"“‘-ut— _B+ o, I):
m
—f+a+a,—), (1—p—ut—
h m
{(cp2, yp2) }; —fi+a, —h—)

---------------------------------------------------- y

e

. Ahora de (4.5) & (4.7) reemplazando a;+8 por a; y Bj+8 por B; se
abtiene el resultado requetido.

DEMOSTRACION DE (4.2)

Se usard la siguiente integral para demostrar (4.2):
(4.8)

t
[ ¥ (t—x)*' M (zxb, y) dx
0]
m2+1 ) nz ‘1’_"_‘0’ /1); {(dCIZ: qu) };

I(g) t*+1 M
pr—mz , G+ 1—m: {(cpz, vp2)} ; (1—p—3, 1)

....................................... v

L —_—1

que puede ser demostrada expresando la funcién M como integral doble de
contorno de Mellin-Barne de (2.1) en la parte a la izquierda de (4.8) e
ntercambiando el orden de integracién y de nuevo interpretando los resulta-
dos usando (2.1).

Luego multiplicando ambos lados de (4.8) por

U
7w I'la;+8) kK
j=1

v

n  T'(f+8)

]:

32



y operando a ambos lados con exp(E‘; E*E,) obtenemos:

t ctvg-1 8
J’ g == (t__X) +p‘g—1 X

..............................

(4.9)
1
T Tltbtg ko
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m2+1 > n; (l—P—Vg, 2’)1
x M

Intercambiando el orden de integracién y suma y evaluando la sum

e
.

al lado izquierdo de (4.9) resulta:

v
z  T(f;-+9)

j, x* 1 (t—x

au

{(cps, YP) };

X ufv

...............................

)6—1

r+gw)

{(daz, 3¢},

(1—p—vg—b6—1g, 4)

x M (zx*, y) dx

t2y+p+ug+6—1 X

BE(ZX}: Y) X

s ke (t—x)* L dx

ahora cambiando o;+8 dentro de a; v B;+8 en B; se obtiene el resultadc
requerido.

La funcién M de dos variables es una funcién muy generalizada. Cor
especializacién de los pardmetros convenientes puede ser reducida a la fun-
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sibn G de R.P. Agrawal [1], a la funcién S de Sharma B.L. [9], a la
funcién P debida a Pathak [7], a las funciones de Appell Fi, F2, F5, Fs [3],
a la funcién H de Munot y Kalla [6], a la funcién G; de Horn, etc. Por lo
-anto puede obtenerse un gran ndimero de resultados relacionados con esas
-unciones, deduciéndolos de las conclusiones de este trabajo como caso par-
ticular.,

REFERENCIAS:

1. AcrawaL; R. P. “An extension of Meijer’s G-function”. Proc. of Nat. Inst. of
Sciences. India. P. A. (6) vol. 30 pp. 536 - 546 (1965).

2. ArperL-Er KampPE DE FERrRIET. “Functions hypergeometrique et hyperspheriques
polynomes d’Hermite Gauthier Villars Paris (1926).

Horn, J. Math. Ann-105 pp. 381 - 407 (1931).
4. MiLNE, THoMSON. The calculus of finite differences Mac-Millan, London (1933).

Mourya, D. P. Ph. D. thesis approved for ph. D. degree. University of Indore,
Indore (1970).

6. Munor, P, C. & S. L. KaLra. On an extension of generalised function of two
variables. Separata de la Revista Mathematics y Fisica Theorica. Vol. XXXI, 1971.
Nos. 1 y 2. Faculted de C. Exacts Technologia. UN.T.

7. ParHak, R. S. Some results involving G and H functions. Bull Cal. Math. Society
62. (1970, 97 - 106).

8. RainveLLi, E. D. Special functions. The MacMillan Company, New York (1960).

SuArRMA, B. L. “On generalised functions of two variables I” Anna de pa. Soc. Sc.
de Brux T 791 pp. 26-40 (1965).

34



