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METODOS ESPECTRALES Y METODO DE AUTOVALORES
APROPIADOS PARA LA SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES LINEALES SIN ITERACION TEMPORAL

SPECTRAL AND PROPER EIGENVALUE METHODS FOR THE
NUMERICAL SOLUTION OF LINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITHOUT TIME ITERATION

Roberto C. Callarotti*

RESUMEN

En el presente trabajo probamos la aplicabilidad del método de autovalores apropiados - desarrollado previamente por
este autor - junto al uso de métodos espectrales para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales lineales.
Consideramos una ecuacion de difusion con recombinacion y obtenemos su solucion mediante tres métodos: a)
solucién analitica, b) solucién mediante el método de autovalores apropiados y diferencias finitas. y ¢) método de
autovalores apropiados y métodos espectrales. El andlisis de los errores encontrados en las solucienes nurnéricas b) y
¢). nos permite concluir que el método de autovalores es aplicable junto a soluciones con métodos espectrales con una
reduccion de ordenes de magnitud en el tiempo de calculo requerido. Indicamos que la misma conclusion se obtiene
para el caso de una ecuacion de ondas.

ABSTRACT

In this paper we prove the possibility of using the proper eigenvalue meihod - previously developed by this
author - together with a spectral method approach for the solution of linear partial differential equations. We
consider a one dimensional diffusion with recombination equation and obtain its solution by three methods: a)
analytical, b) proper eigenvalue solution and finite differences, and c) proper eigenvalue solution and spectral
methods. The analysis of the errors obtained using the numerical solutions b} and ¢) leads us to the conclusion that the
use of the proper eigenvalue method together with spectral methods yields a reduction of orders of magnitude in the
computing time required. We indicate that the same conclusion can be obtained in the case of a wave equation.
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INTRODUCCION uso de esta técnica que hemos llamado método
de autovalores apropiados (PEM en inglés —
Proper eigenvalue methoc), hemos podido evitar
el proceso de iteracion numérica en el tiempo,
proceso normalmente requerido en diferentes es-
quemas de célculo numérico (diferencias finitas,
elementos finitos y métodos espectrales). La apli-
cacion de la nueva técnica implica ahorros impor-
tantes en los tiempos de calculo (ordenes de
magy. tud) y evita las dificultades que pueden sur-
gir ex la estabilidad de los algoritmos usados en
esquemas iterados en espacio y tiempo.

Anteriormente (Callarotti, 1994, 1995, 1996,
1997; Callarotti y Di Lorenzo, 1992), hemos de-
sarrollado_una_nueva técnica para determinar la
respuesta transitoria de diferentes sistemas carac-
terizados por ecuaciones diferenciales en deriva-
das parciales (lineales o linealizables) tales como
transferencia de calor (con o sin conveccién for-
zada), flujo de fluidos en medios porosos, conduc-
cion eléctrica, electroquimica, electromagnetismo,
difusién, reacciones quimicas, etc. Mediante el

La esencia del método de autovalores apropia-

* Miembro Correspondiente Nacional. Academia de Ciencias 498 (MAA) se ilustra en la Figura 1, donde se
Fisicas, Matematicas y Naturales. compa=a con otros métodos de solucion.
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En el presente trabajo aplicamos el MAA
para resolver la ecuacién de difusiéon con
recombinacion indicada abajo (Ecuacion 1):

Risee

! (XA
— bCx.t)=1 o
CX3 [4

E1

Presentaremos los resultados analiticos vs.
Los resultados de MAA aplicado a un esquema
de métodos espectrales, y los resultados de
MAA con un esquema de diferencias finitas.

También hemos resuelto la ecuacién 2 (una
ecuacion de ondas) aplicando MAA con métodos
espectrales y a un esquema de diferencias finitas
en espacio iterando luego en el tiempo:

. EN ety Vi t)

0% at

E2

Debido a restricciones de espacio reportare-
mos este caso de ondas en otro trabajo.

Antes de empezar es conveniente indicar la
importancia de los métodos espectrales en el cal-
culo numérico de ecuaciones. Para ello nos refe-
rimos a la Figura 2, donde se grafican los errores
encontrados mediante el uso de diferentes méto-
dos, en cada nodo espacial donde queremos en-
contrar las soluciones de diferentes ecuaciones
diferenciales. Los métodos espectrales se han ve-
nido desarrollando desde 1970 (Canuto ef al,
1988), y ofrecen ventajas muy substanciales en la
reduccion de la red necesaria para la solucion de
un problema dado. Para el caso de una dimen-
sién, en sistemas independientes del tiempo, el

I: senh(\/E[l—x])
Clx,t) = =
a \/Ecoshc\/g)
a a

B (—1)“sen{(l—x

error debido a la discretizacion espacial en N
elementos para el caso de diferencias finitas (de
espaciamiento uniforme entre nodos) decrece con
el inverso de N, mientras que el mismo error
decrece exponencialmente con N en el caso de
métodos espectrales (Fornberg, 1996).

Difusion con recombinacion, (1 dimension
espacial y tiempo)

Describiremos la solucidon analitica, la solucion
con métodos espectrales y MAA, y la solucion
con diferencias finitas y MAA.

a) Solucion analitica

Para un sistema de longitud 2 (-1 < x < +1)
usamos las siguientes condiciones de borde:

[C(X’t)]x=+l = 0
[—a M} =1, u_ (t) E3
x==1

&x:

Donde usamos la notacién de Guillemin (1963)
para una funcién escalén de tamafio 1. La cons-
tante a constante a>0 representa la constante de
difusion y la constante b>0 representa un proceso
de recombinacion para cada valor de x. El siste-
ma de coordenadas en x, extendiéndose de —1 a
+1, es el sistema normalmente usado en un enfo-
que de métodos espectrales. Con esto no se pier-
de generalidad tal como lo demuestra una sencilla
transformacion de coordenadas.

La solucion analitica es:

)(2n+l)nl

Bt 94 =
= b+a{(_n+l)n}
4

4, Iexp(-{bJra{W}_lt) E4

J




Callarotti, R.: Cagigal: Métodos espectrales y de autovalores

b) Solucién por métodos espectrales y MAA

De acuerdo a Fornberg (1996), expresamos la concentracion C,s(x,t) como la suma de polinomios

de Chebyshev T (x) con coeficientes dependientes del tiempo a (t):

Cps(x,) = Y a, (DT, (x)

y tomando transformada de Laplace en el tiempo:

<
Crs(x.8)=2 a,($)T,(x)
n=0
y para una expansion equivalente para la segunda derivada espacial:

dCP\(‘( S) ZA"(S)TH(X)

n=

ES

E6

E7

Los coeficientes A se relacionan con las a de acuerdo con las leyes de recursién de los

polinomios de Chebyshev (ver Fornberg, 1996 ):

[Ai]:[W][aj]

donde:
[0 0 4 0 32 @
0 00 24 0 120
00 0 6 48 0
[M]=l0o 0 0 0o o 80
000 0
000 0 0

luego el residual R*(x) correspondiente a la Ecuacion 1 sera:

2k

R'(x)=a U
dx?

—(b+s)C ZRL T,(x)

=0

E8

E9

E10

donde los coeficientes R} estdn relacionados a los coeficientes a (s) de la expansion de C'(x) por la

siguiente relacion matricial:

45




Bol. Acad. C.Fis., Mat. yNat. Vol. LXIII Nos.3-4 2003

[RE]={a[ M5 ]-b+9)[1, }[a;] Bl

Donde [Iij]es la matriz unitaria. De acuerdo al método de colocacion requerimos que el residual

sea nulo en N-1 puntos que coincidan con los ceros de los polinomios de Chebyshev:
L . n .
Ri(x%)=0 en x =—cos(1§) 1=12...N-1 E12

y de acuerdo a las ecuaciones 10 y 12, tenemos:

(L) Tx) L) - T [Ri| [0
Bix)  Tx) Tx) - . T(x,) RIL
T(x) T(x) i) . Ls) RIi =0
. . . . . - . E13
| T(x) Tix) L) - T | _R::l_ 0]
y como: Iy {cos(i%)} =cos(ki %). la expresion anterior se convierte en:
i T 2n |
| — - . - |
OOS(N) OOS(N) (g
2n 41t )
| — — : +1
3n 6m R |=
1 o) ) . A |
N N : E 14
| Ry| O]
N-In N-127 b o
R e )

combinando la expresién anterior con la Ecuacion 11 nos permite escribir las siguientes N-1
ecuaciones:
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1 e e
cos(N) cos( N)
2n 47
1 i e
cos{ N ) cos( N )
37 6m
1 e e
cos( = ) cos( = )

1| cos((Ngl)n) cos((Nhl)zn
L N N

)

cos({N —1)7)

Cagigal: Métodos espectrales y de autovalores

{a [M“] —(b+ s)[I]}

-

E15

Introduciendo una matriz [P] de (N-1)(N+1), podemos escribir la ecuacién anterior como:

[P,.j][aj]=[0], donde i corre de 1 a N-1 y j de 0 a N. Los elementos de P son:

P = i cos(i%r-) {a [M ] (b +s)[6k_,]}
=

E 16

donde hemos usado la delta de Kroneker 8,;. La aplicacién de la condicién de borde en x=I, nos

permite escribir:

a,T,(1)+a,T,(1)+a,T,(1)+..a,T,(1)=0

Qg Fd ok as Fady = 0 EX
Aplicando la condicion de borde en x=-1 para la primera derivada:
[0 1 0 3 J[a,]
0 0 4 0 a -
[t =1t 1 -1 Jjo 006 .|a |=—-2
sa
0000 K13
L i aN_
De manera equivalente:
. B e e - I
D' a, + (=17 2Va, +(-D'(3)a, +..+ ()" (N)'a, =+ E 19
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Las N-1 ecuaciones contenidas en la Ecuacion 15 mas las ecuaciones 17 y 19, nos dan un sistema
de N+1 ecuaciones que pueden ser resueltas para encontrar los N+1 coeficientes a (s). El sistema se
representa simboélicamente via una matriz Qij(s) y un vector de excitacién E(s): [Qij(s)}[ aj(s)]=[
Ej(s)]. Esto se puede reescribir como:

i iR 4 1 L. IF &, g
0 3
PIO I’ll i P]lN'-II PlN al
B 0
Pocin Bws - | AR Pyin Ay I E,20
0 -1 . =DTN-1) DYN)Y | ay —
& B B sa |

En términos de la regla de Cramer, la constante a,(s) — por ejemplo — se calcularia como:

Q(;(» QO] Eu 5 QON
Qllfl Ql 1 El 2 QlN
det| Q,, Q. E. . Qyu

a5 = :Q.NO Qu Ex . Qu e det[Qn\lmJ}

- Q Qu Q. - Qu]|  def[Q]
Qw O, Qp : O E21
det Q:ﬂ Q:l Q—'.‘: i Q"N

_QNn QN1 QN: 2 QNN_

De acuerdo a esta nomenclatura la transformada de Laplace de la concentracion en x sera:

N
Y T, (x)det][ Q. |
(& %)= n=0 ¢
Ce det[Q] :

Esta expresion implica calcular N determinantes en el numerador. Esto se puede simplificar exami-
nando una matriz N,  definida como:
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[-T,(x) -T(x) -T,(x) . -T,(x) 0]
QOO QOI QOZ : QON EO
[N ] = Q]O Qll Q12 - Q]N EI
e QZO QZI Q22 ® QZN EZ E23
i QNO QN] QN2 i QNN EN_ 5
De manera que la transformada de Laplace en x simplemente se obtiene de:
det[N ]
CL (X) - num
De los resultados anteriores podemos escribir:
(T(x) -T(x) -Tx) . ~To,x) -Tux)]
1 1 1 : 1 1
det I)IO PH Pl?. g Pl(Nvl) PlN
PZO P:l P32 ¥ Pl(N—l ) PZN
E25
C]_ (X) o L,_ B P(N»I)O P(Nvlll P(N—l):' : RN<1)(N-1) P<N—HN _J
sa det[Q]

Para aplicar el método de autovalores apropiados separamos la matriz P (ver Ecuacién 16), en su
parte independiente de s (P0) y la parte dependiente de s (-s PS):

PO, = ZN:cos(%—?){a [M; |-b[3, ]} i
k=0

—3 PSij = ﬁ:wS(ﬂ%) {—(s)[ﬁkj ]} =—5 cos(%) E27

<=()

Luego podemos expresar la concentracién en x, como:

49




Bol. Acad. C. Fis., Mat. yNat. Vol. LXIII Nos.3-4 2003

Cl(x) = I, dEtI:[bII]_S[Cn]]

“sa det[[bd]—s[cd]]

E 28

donde las diferentes matrices definidas arriba son:

1 1 1 1 1
POIO POll Poll POI(N—l) PO]I\
b = POZO POZ! POZZ POZ(N—I) POL\
=
= : ; : £29
PO(N—I)O PO(N—I)I PO(N—I)Z PO(N~1)(N—1) PO(N—I}N
| -1 (D . )V'N-1) (-D'N? |
y la parte relacionada a s en el denominador es:
.0 0 0 0 0 |
PS]O PSll PSI2 PSI(N—I) PSIN
c. = PSZO PS2I PS22 PSZ(N—I) PSZN
0 =
: . . ; E 30
PS(N—I)O PS(N—I)! PS(N—!)Z PS(N—])(NVI) PS(N—[)N
i 0 0 0 0 |
Las correspondientes matrices para el numerador son:
| T -L(x) -LE) T 5L
1 1 1 1 1
b s P010 POI] PO]Z PO!(N-]) POI}\
: : ; . £31
PO(N—Z)O PO(N—Z)] PO(N—Z)Z PO(N—z)(N—l) PO(N~2)N
_PO(N-])O PO(N—I)] PO(N—!)Z PO(N-I)(N-!) PO(N—I)N <

y para la matriz relacionada con s en el numerador:
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B 0 0 A 0 0
0 0 0 : 0 0
o| P PO, PO, . PO, PO,
' E 32
PO(N—Z)O PO(N—Z)I PO(N—2)2 PO(N—Z){ N-1) PO(N—Z)N
_PO{N—l)O PO(N—l)l PO(N—])Z : PO(N—])(N—]) PO(N—I)N | -

La esencia del método de autovalores apropiados MAA, consiste en la interpretacion de los
determinantes de la ecuacién E28, en funcidn de los A autovalores asociados:

det[[bn]~s[cn]]Edet[[bn]—k[cn]]sl(n Ii[(l—?ui) L LER

donde A=s, K es un prefactor a ser evaluado luego junto a su equivalente K . para el denominador
(Apéndice A), y los diferentes autovalores A son las N soluciones de la ecuacién siguiente:

det[[b,]-A[c,]]=0 E34

De acuerdo al MAA la solucion del problema generalizado de autovalores (Moler y Steward, 1973;
Kaufman, 1975) nos permite escribir la solucién en funcién de los N-1 ceros del sistema (c) y de los
N polos del sistema (pj):

N-1
H(S‘C.)
1=1
N
s[Its-p)

r Ii'r
CIL\Lx—\(X)E K i E35

donde el numero de ceros (N-1) viene dado por la estructura de las matrices consideradas y
corroborado tanto numéricamente (ver resultados) y por el teorema de valor inicial.

Una vez que los polos y ceros son conocidos (se determinan numéricamente con programas
disponibles), la inversion de Laplace es trivial:

N
Cona(x) = Z Rj exp(pj t) E 36
=0

en funcion de los residuos R evaluados para los polos s=0 (debido a la excitacién) y los N polos
debidos al sistema):
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N-1
I (S—pk)l—[(s—ci)
R,= {K 2 =
s H(S_pj) E37
i=l

S=Pk

Luego ¢l método de autovalores apropiados descrito arriba, permite realizar un proceso “trivial” en
la inversion de Laplace, evitando la necesidad de iterar en el tiempo.

¢) Solucién por diferencias finitas y MAA.

Expresamos la transformada de Laplace de la ecuacion 1 en un esquema centrado de diferencias
finitas de segundo orden (considerando N+1 nodos para coincidir con la solucién previa con métodos
espectrales):

20

(Ax)?
las correspondientes expresiones para las condiciones de borde seran:

C.,-2C! +C;,

a —(b+s)C; =0  0<i<(N-D E38

L = o
[C (x)]m1 =0 = Cy=0
—a dCL(x) = L). - _an “'C]:l e .Ii E39
d« | . S Ax S

luego tendremos N ecuaciones para las N concentraciones en los nodos del i=0 al nodo i=(N-1):

cAlpelen | 9 ek & . i=0
(AX) (&%) s (Ax)
e g o B8 g e et g i)
(Ax) (AX) (Ax) _
2 !
—[ZA—%Z—:IC;_Z+[£)T+b+s:|C;_l=O . i=(N-1)
en forma matricial:
o A ~L 7 I Io 1
A, w5 A, 0 0 : 0 ol B )
s Ax
A, Ap+s A, 0 0 c 5
0 Ky Aphs A, 0 | 2
0 0 A, A, +s 0 c: "
. . . . . . : E41
L0 0 0 0 A, Ag+s|CE] gt
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donde:

A—a+b 'A—q—2a+b < el d
11 AT N 2 = dyy Aoy . 12 (A E 42

Ahora ilustramos la aplicacion del MAA para el célculo de C[E :

il A 0 : 0 ]
0 A48 A . 0
det|0 A, A.+s . 0
i I o _0 0 0 Ar Agy +5 L
. s (Ax) Ay +s A 0 : 0
Ap AnbsT A A 0 E 43
det| O A, A,+s
| O 0 0 A Agets)

lo que se puede simplificar a:

A8 WA 0
AN A RES 0
det| " i
il 0 0 Apeadiess 0§ edet]A S0 ]
Coslhy [Ay+s A 0 0 s (Ax) det[A, —21,]
Ap A +s A 0 E 44
det| 0 Ad SEATTES 0
= 0 i N

donde hemos definido nuevas matrices y s = -1 para indicar la misma forma del problema para aplicar
el MAA. Las nuevas matrices son:
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R . L : ’ E 45

y para el denominador:

FOCREE ORI | SRR |
A12 A22 AlZ 0
A=r0 A, & 00

E 46

0 0 0 A, A

y las matrices restantes son unitarias. El proceso MAA sigue entonces el mismo camino anteriormen-
te indicado en el caso de métodos espectrales.

En la siguiente seccién, comparamos resultados obtenidos al utilizar los diferentes métodos.

RESULTADOS:

Analiticos, MAA con métodos espectrales y MAA con esquema de diferencias finitas de
orden 2

En las figuras 3 a 5 presentamos los resultados en forma de graficos de C(x,T) vs. x, para redes
con diferentes nimero de nodos (en la parte superior) y graficamos los porcentajes de errores
incurridos en los diferentes enfoques numéricos.

Definimos al % de error de la siguiente manera:

B S (2 )
C ananmica (X, T )
Tal como se espera los errores en los esquemas de diferencias finitas son mayores que los

correspondientes errores en las soluciones con métodos espectrales, y decrecen a medida que se
consideren mas nodos en la red.

% error = (100) g E 47

En el caso de los errores correspondientes al esquema de MAA y métodos espectrales, ellos no
decrecen en la forma esperada, pero recordemos que estamos midiendo los errores en los valores de
x correspondientes a la posiciéon uniforme de los nodos usados para el esquema con diferencias
finitas.
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CONCLUSIONES

Hemos probado la posibilidad de utilizar el método de autovalores apropiados conjuntamente con el
método numérico espectral en expansiones con polinomios de Chebyshev.

Los errores encontrados en las soluciones MAA-+métodos espectrales son menores que los errores
encontrados en soluciones MAA-diferencias finitas de segundo orden.

El enfoque del MAA provee expresiones que permiten determinar la respuesta para diferentes
tiempos, sin necesidad de iterar en el tiempo. Debido a esto la respuesta para diferentes tipos de
excitaciones puede encontrarse mediante convoluciones sencillas.

Todavia queda por probar la generalidad del MAA.
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APENDICE A: DETERMINACION DEL FACTOR K

Derivamos el procedimiento para determinar el prefactor K, que repetimos aqui enfatizando la
dependencia de la transformada de Laplace de la concentracion en la variable s:

N-I N-1
K, H(s—cl) [ H(s—cl) -
=1

L PO 1=l = iU
CMAA(X’S)_ N = K

N
i’ a L . AE1
desn(s—p_,) sn(s—p,)
=1 =1
Recordamos la ecuacién en linea previa a la ecuacién 19:
[Q;(®)] a;(8)I=L E;(s)]
AE2

[byy-s cqyll a; ®)FLE;()]
Donde hemos incorporado las matrices definidas en el denominador de la ecuacion 28. La expre-
sién anterior puede resolverse por inversion matricial:

[2,()]=[bs-sc,T; [E;®)]

AE3

Recordemos la expansién polinomial de Cv,,, (X,s) que combinamos con AE 1:
Y MAA

N-1

I 6=4)

N
2 il e
C;L{A(X‘S):Z[bd-s Cd]ml [EI(S)] Tn(x) ="k — 'NI—'—

=0 AE 4
2 TIs-p)
=1
Usando AE 3:
1 N-
(d. ( S) In i[b sc ]71 O T (X) K i) I:—l il )
1AA X, R % il n = =
MAA S = d ddny sa Ili[ S p) AES
0 =1

Ahora consideramos el limite de C(x,t) cuando t tiende a infinito:

Litth, o JC e D= Eim,_ [$C}0 Gs8)] AE6

56




Callarotti, R.: Cagigal: Métodos espectralesy de autovalores

Con lo que podemos escribir como:

Lim,., €. 0]l =lin, s 9]

1 N-1

N I 0 I H (S =€ )

=Lim_,{Y by, 1" 2| |T,(x); =Lim_,iK 2 S AE7
n=0 a . a =4

H (8~ p j)

0 j=1
Finalmente obtenemos K:
N r — 1 — 3

H(_pj) N
K= ;\1:—11—‘ 4Z[bdij].1 T.(%)
Heo|[= |-

Vv

L L J
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SOLUCIONES
ANALITICAS

SON EXCELENTES

SENCILLAS, — A VECES -
SENOS Y COSENOS

POR LO RAPIDO PARA GEOMETRIAS

(EXPONENCIALES), FUNCIONES DE
BESSEL, ETC... SON MUY POCO ANALITICAS

ITERACIONES NUMERICAS EN
ESPACIO Y TIEMPO

Cl,-2Ci+Cl,
a 2

, i -a
Ax

At

-bCi=

REQUIEREN TIEMPO DE CALCULO - A VECES
MUCHO TIEMPO - SURGEN PROBLEMAS DE

TIEMPO MUY DIFERENTES

ESTABILIDAD EN CASOS DE CONSTANTES DE

EDPL H

TRANSFORMADA DE LAPLACE EN
EL TIEMPO Ly DISCRETIZAR EN EL
ESPACIO

[Alcl1=al]

INVERSION MATRICIAL
CL] = [A]'1 QL]

TRANSF. DE LAPLACE EN
EL TIEMPO Ly

DISCRETIZACION
EN EL ESPACIO

[A1cly=al)

REGLA de CRAMER
P det{A"-1,B"}
" det{A'-1,B}

CALCULO NUMERICO
DE AUTOVALORES

NUMERICA
=

INVERSION

LOS PROGRAMAS PARA
LA INVERSION NUMERICA
M) DE LAPLACE (INLAP EN

DE LAPLACE IMSL) SON INESTABLES
LT.1
EVALUACION DIRECTA EN EL MUY
TIEMPO EN FUNCION DE EFICIENTE EN
RESIDUOS Y POLOS EEI,YI(;?L(D)E
N m m CUAN
Ca() =2 Ry exp(Ayt) GENERALES

???

Figura 1: Comparacion de diferentes métodos conocidos para lasolucién de ecuaciones diferenciales
parciales y lineales con el método de autovalores apropiados
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Maximo error nodal

1E-00
- D_1f‘ _ﬂnitas 2° orden
Dif. finitas 4° orden
l E—OS ....I.I.
1E-10
1E-15
1E20 }

] 1
240 G 8 10 12 14 16 18 20 22 24
N nodos espaciales (N+1 nodos totales)

Figura 2: Maximos errores en cada nodo espacial vs. nimero de nodos usados para diferentes
esquemas de calculo numérico: de diferencias finitas de segundo y cuarto orden, métodos tau, y
métodos seudo espectrales y de Galerkin.
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0.5 T‘ C (X,T)

10 | ] 1 1 | L i L 1 i

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXyx -

100+ |26 ERROR

10"+ (A)

Figura 3. Gréfico superior: C(x,T)/I, vs x para una red uniforme de N=22, a=1,b=1,T=1, linea
continua=solucién analitica, + MAA y métodos espectrales, y X MAA y diferencias finitas de
segundo orden.Gréfico inferior: % de error vs x, linea continua para MAA y métodos espectrales,
x para error MAA y de diferencias finitas de segundo orden.
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C(XT)

-0 L L 1 | L L L L 1.
10 ' : 4
‘“EEB;)BIBBBBBB%BEEEBMUU S ssssst st tamal

T T
10° +* | % ERROR
-5--
10 =]
T (A)
. By
1R
a2 ]
10

Figura 4. Gréfico superior: C(x,T)/I| vs x para una red uniforme de N=52, a=1,b=1,T=1, linea
continua=solucién analitica, + MAA y métodos espectrales, y X MAA y diferencias finitas de
segundo orden. Grafico inferior: % de error vs x, linea continua para MAA y métodos espectrales,
x para error MAA y de diferencias finitas de segundo orden.
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C(X1)
To

[ea—y
=]
>
g
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-
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-
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e
e

105 L | %ERROR]|

10

10”

10 L

Figura 5. Grafico superior: C(x,T)/I0 vs x para una red uniforme de N=82, a=1,b=1,T=1, linea
continua=solucion analitica, + MAA y métodos espectrales, y X MAA y diferencias finitas de
segundo orden. Grafico inferior: % de error vs x, linea continua para MAA y métodos espectrales,
x para error MAA y de diferencias finitas de segundo orden.
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