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Introduccion

LAS Olimpiadas Matematicas son competencias dirigidas principalmente a jovenes de
escuela elemental y secundaria. Actualmente esta actividad se ha extendido por
todo el mundo debido a su gran efectividad en la popularizacion de las matemaéticas y
en la deteccién de jovenes con talento para el estudio de esta ciencia.

El presente libro retne todos los problemas propuestos en la Olimpiada Juvenil de
Matematicas 2016, asi como aquellos de los eventos internacionales en los cuales participa-
mos desde hace varios anos. Estos fueron: la 57% Olimpiada Internacional de Matematicas
(IMO) celebrada en Hong Kong, China, del 6 al 16 de julio; la XVIII Olimpiada Mate-
matica de Centroamérica y del Caribe (OMCC) celebrada en Kingston, Jamaica, del 15
al 23 de junio y la XXXI Olimpiada Iberoamericana de Mateméticas, OIM, celebrada en
Antofagasta, Chile, del 23 de septiembre al 1 de octubre. Las tres competencias son de
caracter presencial. Cada una de ellas consta de dos exdmenes, presentados en dias con-
secutivos. Cada prueba tiene 3 problemas y los participantes disponen de cuatro horas y
media para resolverlos. El valor de cada pregunta es de 7 puntos, para un maximo posible
de 42 puntos en la competencia. Los ganadores reciben medallas de oro, plata o bronce y
mencion honorifica, segiin haya sido su desempenio. También incluimos en este libro los
problemas de la Olimpiada Matematica de Mayo, competencia por correspondencia que
se plantea a dos niveles para alumnos no mayores de 13 y 15 afios y de caracter iberoame-
ricano. Agradecemos a la Fundacion Olimpiada Matemética Argentina, organizadores de
esta competencia, por permitirnos publicar aqui los problemas y sus soluciones. La mayo-
ria los estudiantes que participaron en los eventos internacionales mencionados ganaron
algin premio, bien sea medallas o menciones honorificas, obteniéndose un total de cuatro
medallas de plata, siete de bronce y nueve menciones honorificas. Al final del libro aparece
la lista de alumnos ganadores en estas competencias y los premios que obtuvieron.

La OJM consta de tres etapas o pruebas. La primera de ellas es el Canguro Matemd-
tico, un examen de treinta problemas de seleccion simple, que fue presentado por 34308
estudiantes provenientes de 18 regiones del pais. La segunda etapa de la competencia es
la Prueba Final Regional. La misma consta de un examen de cinco problemas de desarro-
llo y compiten los alumnos que quedaron ubicados en el nueve por ciento superior en el
Canguro Matemaético. Esta prueba se organiza en cada estado que participa en la OJM
y los ganadores reciben medallas de oro, plata y bronce. La tercera y tultima fase es la



Prueba Final Nacional, la misma consta de un examen de cuatro problemas de desarrollo
y en ella participan los alumnos ganadores de medalla de oro en la Prueba Final Regional.
En la primera fase de la competencia los alumnos presentan la prueba en sus colegios. La
Prueba Regional la presentan juntos todos los estudiantes de cada estado, en una sede
previamente seleccionada por el coordinador local. Para la Final Nacional se elige cada
ano una sede y alli se organiza el evento, permitiendo a los participantes, sus profesores
y representantes estrechar lazos de amistad y compartir una experiencia educativa enri-
quecedora. La Prueba Final Nacional 2016 se realizé en la Universidad Metropolitana, y
participaron 100 alumnos representando a 16 regiones.

Esta obra consta de siete capitulos. En los tres primeros se estudian los problemas de la
OJM, dedicando un capitulo a cada fase de la competencia. Los tltimos cuatro capitulos
versan sobre las competencias internacionales. En ellos se presentan los problemas y sus
soluciones. Esperamos que este libro sea de gran utilidad tanto para profesores como
para estudiantes, y que les permita conocer las matemaéticas desde un punto de vista
interesante y entretenido.

No queremos terminar esta introducciéon sin agradecer a nuestros patrocinadores, en
especial a la Fundacion Empresas Polar, a la Academia de Ciencias Fisicas, Matemdticas
y Naturales, a la Facultad de Ciencias de la UCV junto a la Fundacion Amigos de Cien-
cias, a la Universidad Simon Bolivar, la Universidad Rafael Urdaneta, a la Universidad
del Zulia, a Acumuladores Duncan, a la Fundacion Alas de Venezuela de Santa Bérbara
Airlines y a la Fundacion Cultural del Colegio Emil Friedman, asi como a todos los co-
legas que con su trabajo y esfuerzo, permiten que la Olimpiada Juvenil de Matemaéticas
sea una realidad.



Capitulo 1

Prueba Canguro

1.1. Prueba de Primer Ano y Segundo Ano

Problema 1. ;Cual de las siguientes senales de transito tiene un mayor nimero de ejes
de simetria?

@@; .; @@; @®; @-

Problema 2. Miguel cort6 una pizza en cuartos. Luego corté cada cuarto en tercios.
., Qué parte de la pizza completa es cada pedazo?

@) un doceavo; B)un octavo; (C)un séptimo; () un cuarto; E)un tercio.
Problema 3. Un hilo de 10 cm de longitud se pliega en partes

iguales como muestra la figura. Luego se corta en los dos puntos
marcados. jCudles son las longitudes de las tres partes?

@1 cm,3cm, 6 cm; B)2cm, 2 cm, 6 cm;
©1lcm,4cm,5cm; ©)2cm, 3 cm,5cm;  E)3 cm, 3 cm, 4 cm.

Problema 4. En la puerta de la nevera de Luisa, 8 imanes (los discos negros en la
figura) mantienen en posicion varias tarjetas postales.

— iman
% :
e
[~ |




4 Prueba Canguro

;,Cudl es el mayor nimero de imanes que Luisa puede quitar sin que se caiga ninguna
tarjeta?

®2 ®5 O3 O©4 ®6.

Problema 5. Cora dibuja un cuadrado de lado 10 cm. Luego une los
puntos medios de los lados para formar un cuadrado més pequeiio.
;,Cual es el area de ese cuadrado mas pequeno?

@) 10 cm?; ®)50 cm?; ©)20 cm?; @) 40 cm?;  ®)25 cm?.

10 em

Problema 6. La mama de Alicia desea ver un cuchillo a la derecha de cada plato y un
tenedor del lado izquierdo. ;Cudl es el menor nimero de intercambios de un cuchillo con
un tenedor que Alicia debe realizar para complacer a su madre?

®2 ®1 ©O5 ©3 ®e6.

Problema 7. Un ciempiés tiene 25 pares de zapatos. Si necesita un zapato para cada
uno de sus 100 pies, jcuantos zapatos le faltan?

@75 ®15 ©50; ©20; ®35.

Problema 8. Tomas y Juan construyen cajas rectangulares usando la misma cantidad

de cubos idénticos. La caja de Tomas se ve asi: . El primer nivel de la caja

de Juan se ve asi: @ ;,Cuantos niveles tendra la caja de Juan?
®2z ®3% 04 O3 ©6

Problema 9. En la parte izquierda del cuarto, Beatriz y

Pilar estan durmiendo con sus cabezas sobre la almoha- (' J ( .)
da, una frente a la otra. En la parte derecha del cuarto,
Maria y Karina estan durmiendo con sus cabezas sobre la (' ) ( .)

almohada, dandose la espalda. ; Cuantas chicas estan dur-
miendo con su oreja derecha apoyada sobre la almohada?

®0 ®2 01, 04 ®3.
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Problema 10. La pieza de papel que muestra la figura se

dobla por las lineas punteadas para formar una caja abierta. A B

La caja se coloca sobre una mesa con la abertura hacia arriba.

., Qué cara de la caja queda abajo? C D'E

®A; ®B; ©OCG ©OD; ©®E

Problema 11. ;Cudl de las siguientes figuras no se puede formar pegando dos cuadrados
de papel idénticos?

smif Al

Problema 12. Maria, Ana y Neida trabajan en un kinder. Cada dia, de lunes a viernes,
exactamente dos de ellas van a trabajar. Maria trabaja 3 dias por semana y Ana trabaja
4 dias por semana. ;Cuantos dias por semana trabaja Neida?

®1; ®4 02 ©5 ®s3.

Problema 13. Cinco ardillas A, B, C, D y E estén en los puntos indicados en una
linea. En la linea hay 6 nueces, en los puntos marcados con X. En cierto momento cada
ardilla comienza a correr hacia la nuez mas cercana, todas a la misma velocidad. Tan
pronto como una ardilla toma una nuez, ella comienza a correr hacia la siguiente nuez
mas cercana. ;Cudl de las ardillas cogerd dos nueces?

— Ktk —k————
A B C D E

@4 ®B; ©OC; OD;, ®E.

Problema 14. En una clase hay 30 estudiantes, sentados de a pares. Cada chico esta
sentado al lado de una chica, y exactamente la mitad de las chicas estan sentadas al lado
de un chico. ;Cuéantos chicos hay en la clase?

@5 ®10; ©15 ©20; €25

Problema 15. El nimero 2581953764 se escribe en una tira de papel. Juan hace dos
cortes en la tira y obtiene tres niimeros. Luego suma los tres nimeros. ;Cudl es el menor
valor posible que puede obtener como resultado?

@) 2675; B)2975; ©)2978; D) 4217; ([€)4298.
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Problema 16. Bruno estd sentado en el sillon del peluquero. En el
espejo que tiene frente a si ve la imagen reflejada de un reloj (ver figura
a la derecha). ; Qué hubiera visto si hubiese mirado al espejo 10 minutos
antes?

0D 9,0 O

Problema 17. La abuela tiene cuatro gatos. Hoy les compré alimento suficiente para
alimentarlos durante 12 dias, pero de regreso encontré dos gatos abandonados y se los
llevo a su casa. Si cada dia le da a cada gato la misma cantidad de alimento, ;para
cuantos dias le alcanzara el alimento que compré?

®4 ®71, O35 O ®6.

Problema 18. Cada letra de la palabra BENJAMIN representa uno de los digitos 1, 2,
3,4,5,6 06 7. Letras diferentes representan digitos diferentes. Si el nimero BENJAMIN
es impar y divisible entre 3, ;qué digito corresponde a la N?

®7 ®% O5 O ®3

Problema 19. Tim, Tom y Tam son trillizos (hermanos nacidos el mismo dia), mientras
que su hermano Carlos es 3 anos menor. ;Cudal de los ntimeros siguientes podria ser la
suma de las edades de los cuatro hermanos?

@53, ®54; ©56; ©59; ®60.

Problema 20. El perimetro del rectangulo ABCD es 30 cm. Otros tres rectangulos
tienen sus centros en los puntos A, B y D, como muestra la figura, y la suma de sus
perimetros es 20 cm. ;Cudl es la longitud de la linea gruesa?

@40 cm; ®)50 cm; ©)35 cm; @) 45 cm; @) imposible determinarlo.
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Problema 21. Ana pliega una hoja redonda de papel por la mitad. Luego la pliega una
segunda y una tercera vez.

SIT2IN

K
Por ultimo Ana corta el papel plegado por la linea marcada:
;,Cudl es la forma de la parte media del papel cuando se desdobla?

Problema 22. Ricardo escribié todos los nimeros enteros con las siguientes propiedades:
(a) el primer digito es 1; (b) cada uno de los digitos siguientes es al menos tan grande
como el que lo precede; (c) la suma de todos los digitos es 5. ; Cuantos nimeros escribio?

®4; ®5 ©O6 O ®s.

Problema 23. ;Cuél es el mayor nimero de piezas de la forma

] que se pueden recortar de un cuadrado de 5 x 57

®71 ®5 02 04 ®6.

Problema 24. Luis mont6é un pequefio restaurante. Su amigo Jorge le regal6 algunas
mesas cuadradas y algunas sillas. Primero Luis traté de disponer las mesas individual-
mente, cada una con 4 sillas alrededor, pero le faltaron 6 sillas. Luego colocé las mesas
unidas de a pares, con 6 sillas alrededor de cada par, y le sobraron 4 sillas. ;Cuantas
mesas le regal6 Jorge a Luis?

@8, ®16; ©12; O 14; ®)10.

Problema 25. Clara desea construir un tridngulo grande usando bal-
dosas idénticas con forma de tridngulo equilatero. Ella ya ha colocado
algunas baldosas, como muestra la figura. ;Cudl es el minimo nimero
de baldosas que necesita agregar para completar un tridngulo?

@5 ®18 O12 O ®9
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Problema 26. Con 8 cubos idénticos, algunos blancos y otros negros, se construyd un
gran cubo. La figura muestra cinco de las caras de ese gran cubo:

u"f"SR=SNEuls"

Como se vera la sexta cara del gran cubo?

@E; E; @E.; ©

Problema 27. Cristina escribié nimeros en 5 de 10 circulos,
como se muestra en la figura. Ella quiere escribir un niimero en
cada uno de los circulos restantes, de modo que las sumas de
los 3 nameros en cada lado del pentidgono sean iguales. ;Qué
numero debe escribir en el circulo marcado con una X7

®13 ®71 O15 0% ®11

Problema 28. Los simbolos <, O y A representan tres digitos diferentes. Si se suman
los digitos del nimero de tres digitos $LI<O, el resultado es el nimero de dos digitos JA.
Si se suman los digitos del nimero de dos digitos LJA, el resultado es el nimero de un
digito O. ;Qué digito representa {7

®4; ®5 O6 ©s8 ©®9

Problema 29. Un pequeifio canguro juega con su calculadora. Comienza por escribir el
ntmero 12. En cada operacion, multiplica el nimero en la pantalla por 2 o por 3, o lo
divide entre 2 o entre 3. Luego de realizar 60 de estas operaciones, jcual de los siguientes
nimeros no puede ser obtenido?

®12; ®18; ©36; ©72; E®108.

Problema 30. Dos niimeros enteros de 3 digitos cada uno tienen sus 6 digitos diferentes.
El digito de las centenas del segundo ntmero es el doble del digito de las unidades del
primer nimero. ;Cudl es el menor valor posible de la suma de ambos niimeros?

@)537; B®)546; ©535; O 552; () 301.

)

1.1.1. Soluciones

1. A tiene un eje de simetria horizontal, C uno horizontal y otrp vertical, los demaés
ninguno. La respuesta correcta es la (C).
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2. Ub tercio de un cuarto es un doceavo, respuesta (A).
3. La respuesta correcta es la (D).

4. Se pueden quitar el senalado por la flecha, 2 de los 3 que sostienen la tarjeta superior
derecha y uno de los 2 que sostienen la tarjeta inferior izquierda. La respuesta correcta
es la (D).

5. Las diagonales del cuadrado pequeno lo dividen en 4 tridngulos igua-
les, mientras que el cuadrado grande queda dividido en 8 de esos trian-
gulos. Luego el area del cuadrado pequenio es la mitad de la del cuadra-
do grande, es decir la mitad de 100 cm?, que es 50 cm?. La respuesta
correcta es la (B).

6. Hay 2 tenedores y dos cuchillos en mala posicion, luego hacen falta 2 intercambios.
La respuesta correcta es la (A).

7. 100 — 25 x 2 = 50, respuesta (C).

8. La caja de Tomas tiene 6 x 2 x 2 = 24 cubos. Cada nivel de la de Juan tiene 6 cubos.
Luego la de Juan debe tener 4 niveles, respuesta (C).

9. Dos: una en la parte izquierda del cuarto y otra en la parte derecha. La respuesta
correcta es la (B).

10. La respuesta correcta es la (B).
11. La respuesta correcta es la (D).

12. Entre todas trabajan 5 x 2 = 10 turnos, luego Neida trabaja 10 — 3 — 4 = 3 dias,
respuesta (E).

13. La respuesta correcta es la (C).

14. Si hay x chicos entonces hay x chicas sentadas con ellos, y otras x chicas para un
total de 3z estudiantes. Como 3z = 30 entonces = 10, respuesta (B).

15. 258 4 1953 + 764 = 2975. La respuesta correcta es la (B).

16. Bruno ve la imagen reflejada de las 10:15. Diez minutos antes eran las 10:05, cuya
imagen reflejada es la opcion (E).

17. 12 x 4 = 6z, luego = = 8. La respuesta correcta es la (D).

18. N es impar, y como la suma de los digitos de BENJAMIN es 1 +2+3+4+5+6+
7+ N =28+ N, N debe dejar resto 2 al dividirlo entre 3. Luego N = 5 y la respuesta
correcta es la (C).

19. Sila edad de los trillizos es x entonces la suma de las cuatro edades es 3z + (x—3) =
42 — 3. El tnico numero de esta forma en la lista es 53. La respuesta correcta es la (A).
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20. 30 + 20 — 10 = 40. El exceso en 30 + 20 es la suma de los perimetros de los 3
tridngulos con borde fino, y cada uno de ellos es la mitad del perimetro del rectangulo
correspondiente centrado en un vértice. La respuesta correcta es la (A).

21. Si se deshacen los pliegues después del corte se obtienen sucesivamente:

XA

Por tanto la respuesta correcta es la (D).

22. Los nimeros que escribié son 11111, 1112, 113, 122 y 14. La respuesta correcta es
la (B).

23. La figura muestra como colocar 6, y obviamente mas no se |
puede. Luego la respuesta correcta es la (E). [ ]

24. Si s son sillas y m mesas, entonces s = 4m — 6 = 6(m/2) + 4, de donde m = 10. La
respuesta correcta es la (E).

25. El tridngulo debe tener lado al menos 4, luego se necesitan 16 baldosas y hay que
agregar 9. La respuesta correcta es la (E).

26. Cada cubo negro aporta 3 cuadrados negros a la superficie del grande, luego ésta
debe contener un nimero de cuadrados negros multiplo de 3. La cara faltante no puede
tener dos cuadrados negros adyacentes (pues entonces otra cara también los tendria),
luego o contiene uno solo o contiene dos diagonalmente opuestos o no contiene ninguno.
Pero en los dos primeros casos el nimero total de cuadrados negros seria 7 u 8, imposible.
Luego la cara restante es toda blanca y la respuesta correcta es la (D).

27. Sean Y, Z, W, U los numeros que faltan, en sentido horario a partir de X. Entonces
X+24Y=Y+6+2Z,dedonde Z =X -4,y Z+14+W =W +3+4+7,de donde Z =9
y X = 13. La respuesta correcta es la (A).

28. Como O+ A =0,es A =0.Y de 20+ 0 =100+ A = 100 resulta 2 =90 y
debe ser » =9 y O = 2. La respuesta correcta es la (E).

29. El resultado sera de la forma 12 - 2¢7°3°~? donde a + b + ¢ + d = 60. Luego a + d
y b+ c son de la misma paridad, igual que a —by ¢ —d, y 2 y 3 tendran exponentes de
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diferente paridad. 36 es el unico que los tiene de igual paridad. La respuesta correcta es
la (C).

30. Los candidatos son de la forma 3z1, 2yz 6 1x2, 4yz. Del primer tipo la menor suma
es 301 + 245 = 546, del segundo 102 4 435 = 537. Luego la respuesta correcta es la (A),
537.

1.2. Prueba de Tercer Ano

Problema 1. ;Cuantos ntimeros enteros hay entre 20,16 y 3,177

@15 ®16; ©171; ©18; ®19.

Problema 2. ;Cudl de las siguientes senales de trafico tiene el mayor nimero de ejes
de simetria?

RXe®e N &® R

Problema 3. ;Cul es la suma de las medidas de los dos angulos sombreados?

@) 180°; ®) 150°; ©)320°; @) 270°; (&) 360°.

Problema 4. Julia tenia que sumar 26 a cierto niimero. En vez de hacer esto ella resto
26 y obtuvo —14. ;Qué numero deberia haber obtenido?

@28; ®32; ©36; D38; ®42.
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Problema 5. Juana voltea una ficha cuadrada sobre su arista
inferior y luego sobre su arista derecha, como se muestra. ;Qué |

111/

es lo que ella ve? '«

® ; ® ; © ) ; ®

Problema 6. Isabel junta 555 grupos de 9 piedras cada uno en una sola pila. Luego
ella parte la pila resultante en grupos de 5 piedras. ; Cuantos grupos obtiene?

@)999; ®900; ©555 O 111; E®)45.

Problema 7. En mi colegio el 60% de los profesores van al colegio en bicicleta, los
cuales son 45 profesores. El 12% de los profesores usan su carro para ir al colegio, y el
resto va en bus. ;Cuéntos profesores usan su carro para ir al colegio?

®4 ®6; ©9 OI10; ®12

Problema 8. ;Cuanto mide el area de la regiéon sombreada?

@ 50; ®80; ©100; ©120; (€)150.

Problema 9. Dos pedazos de cuerda tienen longitudes 1 m y 2 m. Alejandro corta los
pedazos en varias partes, todas de la misma longitud. ;Cudl de los siguientes no puede
ser el numero total de partes obtenidas?

®6; ®8 ©9 O12 ®15.
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1.2 Prueba de Tercer Ano
Problema 10. Cuatro ciudades P, Q, R y S estan conectadas por cinco carreteras,

como muestra la figura. El recorrido de una carrera debe comenzar en S, terminar en Q
y pasar exactamente una vez por cada carretera. ;Cuantas recorridos posibles hay para

la carrera?

®10; ®6 ©2 ©O4 ®s.

Problema 11. La figura muestra cuatro rectangulos idénticos co-
locados dentro de un cuadrado. El perimetro de cada rectangulo
es 16 cm. jCuél es el perimetro del cuadrado?

@20 cm; ®28cm; ©24cm; ©®32cm;  €)16 cm.
Problema 12. Pedro tiene 49 metras azules y una metra roja. ;Cudntas metras debe

descartar Pedro para que el 90 % de sus metras sean azules?

@4; ®10; ©29; ©39; ®40.
Problema 13. ;Cual de las siguientes fracciones tiene valor més cercano a %?
25, 27. 29, 52, 57
79° @ 59° 57 ICE 92"
Problema 14. Ivan escribi6 los resultados de los cuartos de final, semifinales y la final
de un torneo en el cual la persona que pierde un partido sale. Los resultados fueron (no
necesariamente en este orden): Bruno le gané a Antonio, Carlos le gan6 a Dario, Gonzalo
le gan6 a Hugo, Gonzalo le gané a Carlos, Carlos le gan6 a Bruno, Eduardo le gané a

Fernando y Gonzalo le gan6 a Eduardo. ;Qué par jugé la final?

@) Gonzalo y Hugo; B) Gonzalo y Carlos; () Carlos y Bruno;
®) Gonzalo y Eduardo; &) Carlos y Dario.
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Problema 15. Ana ha pegado algunos cubos, como se muestra a
la derecha. Ella gira el solido para verlo desde dngulos diferentes.
(,Cudl de las siguientes no es una vista posible?

E S S K. B 4

Problema 16. Tim, Tom y Tam son trillizos (tres hermanos nacidos el mismo dia).
Sus hermanos Juan y Jaime son gemelos y tres afios més jovenes. ;Cudl de los siguientes
nimeros podria ser la suma de las edades de los cinco hermanos?

@92; ®)36; ©76; ©®53; E89.

Problema 17. Una tira de papel de 3 cm de ancho es gris de un lado y blanca del otro.
Maria dobla la tira, como se muestra.

T

6cm

s

e 27ecm— =

Los trapecios grises son iguales. ;Cudl es la longitud de la tira original?

@36 cm; ®)48 cm; ©) 54 cm; ©) 57 cm;  €)81 cm.

Problema 18. Los canguros Juan y Pedro comienzan a saltar a la vez, desde el mismo
punto y en la misma direccién. Cada uno da un salto por segundo. Cada salto de Juan
tiene 6 m de longitud. El primer salto de Pedro es de 1 m de longitud, el segundo es de
2 m, el tercero es 3 m y asi sucesivamente. ;Después de cuantos saltos Pedro alcanzara
a Juan?

@10; ®14; ©11; ©13; ®12.
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Problema 19. Se pegan siete dados estandar para formar el
s6lido mostrado. Las caras de los dados que estan pegadas
tienen el mismo niimero de puntos. ;Cudntos puntos hay en la
superficie del sélido?

L P
@105 ®90; ©24; ©95 ®126.

Problema 20. En un salén de clases hay 20 estudiantes. Se sientan en parejas de manera
que exactamente la tercera parte de los chicos se sientan con una chica y exactamente la
mitad de las chicas se sientan con un chico. ;Cuantos chicos hay en el salon?

®12; ®15 ©9; O18 @ 16.

Problema 21. Dentro de un cuadrado de area 36 hay 3 regiones
sombreadas, como muestra la figura. El area total sombreada es
27. ;Cuél es el valor de p+ g+ r + s?

®4 ®6 O8 ©®9 ®10.

q

/ P

Problema 22. El reloj de Teéfilo estd 10 minutos atrasado, pero él cree que esta
adelantado 5 minutos. El reloj de Leonardo estd adelantado 5 minutos, pero él piensa
que estd atrasado 10 minutos. En el mismo momento, cada uno de ellos mira la hora.
Tedfilo piensa que son las 12:00. ;Qué hora piensa Leonardo que es?

@ 11:30; ®12:30; © 11:45; (@) 12:45; (€)12:00.

Problema 23. Doce chicas se encontraron en una cafeteria. En promedio, cada una de
ellas comié 1,5 donas. Ninguna de ellas comié mas de 2 donas y dos de ellas iinicamente
pidieron agua mineral. ;Cuantas chicas comieron dos donas?

®2 ®5 ©O6 O ®s.

Problema 24. Caperucita Roja lleva galletas a tres abuelas. Ella comienza con una
canasta llena de galletas, pero inmediatamente antes de entrar en la casa de cada una
de las abuelas, el Lobo Feroz se come la mitad de las galletas que hay en la canasta.
Cuando Caperucita salio de la casa de la tercera abuela, ya no le quedaban galletas.
Si Caperucita dej6 la misma cantidad de galletas a cada abuela, jcudl de los siguientes
numeros se puede asegurar que divide al nimero de galletas con que comenzo6?

®6 ®5 ©9 0O4 ©®T
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Problema 25. El cubo mostrado a la derecha esta dividido en 64

cubos pequenos. Uno y sélo uno de los cubos es gris. El primer dia, %
todos los cubos vecinos al cubo gris se vuelven grises (dos cubos
son vecinos si tienen una cara ¢ mun). El segundo dia todos los
cubos vecinos a algtn cubo gris se vuelven grises. ; Cuantos cubos
grises hay al final del segundo dia?

®11; ®13; ©15 O©16; ®17.

Problema 26. Se escriben varios niimeros enteros positivos diferentes en la pizarra.
El producto de los dos més pequenos es 16. El producto de los dos méas grandes es 225.
(,Cudl es la suma de todos los enteros?

@ 42; ®)38; ©58 D44; ®)243.

Problema 27. El diagrama muestra un pentdgono ABCDE y 17
las longitudes de sus lados. Sofia dibuja cinco circulos con centros 13 ¢
en los vértices A, B, C, D y FE, de manera que cada par de
circulos cuyos centros sean los dos extremos de un mismo lado, E 14
sean tangentes. ; Cudl es el centro del circulo méas grande dibujado 14 B
por Sofia? 16

®4; ®B;, OC; ©OD; ®E.

Problema 28. Karina escribe un niimero entero positivo di-
ferente en cada uno de los catorce cubos en la piramide. La
suma de los nueve enteros escritos en los cubos de la base es
igual a 50. El entero escrito en cada uno de los otros cubos
es igual a la suma de los enteros escritos en los cuatro cubos
que se hallan debajo de él. ;Cuél es el mayor entero posible
que puede ser escrito en el cubo superior?

@80; ®98; ©104; ©110; @®)118.

9

Problema 29. Un tren tiene cinco vagones, cada uno con al menos un pasajero. Se
dice que dos pasajeros son vecinos si estan en el mismo vagén o estan en dos vagones
adyacentes. Cada pasajero tiene exactamente cinco o exactamente diez vecinos. ; Cuantos
pasajeros hay en el tren?

@13; ®15 ©17; ©20; € Hay mas de una posibilidad..
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Problema 30. Se construye un cubo de 3 x 3 x 3 con 15 cubitos negros y 12 cubitos
blancos. Se muestran cinco caras del cubo grande.

NN

(Cual de las siguientes es la sexta cara del cubo grande?

H oM e M

1.2.1. Soluciones

1. Los enteros del 4 al 20, que son 17, respuesta (C).
2. La (A), que tiene 4. Las demaés, en orden, tienen 2, 3, 0 y 1.

3. Los dos angulos sombreados méas los 3 del tridngulo suman dos llanos y un recto,
450°. Luego los dos angulos sombreados suman 450° — 180° = 270°, respuesta (D).

4. —14 + 26 + 26 = 38, respuesta (D).

Luego de la primer vuelta obtiene A, y luego B. La respuesta correcta es la (B).
555 x 9/5 = 999, respuesta (A).

Hay 45/0,6 = 75 profesores en total, y el 12% son 9, respuesta (C).

S

La mitad del total, respuesta (C).
9. 8, respuesta (B), ya que el numero total de partes debe ser multiplo de 3.

10. Los recorridos posibles son SQPSRQ, SQRSPQ, SPQSRQ, SPQRSQ, SRQPSQ y
SRQSPQ. La respuesta correcta es la (B).

11. Sia y b denotan el lado mayor y el menor, respectivammente, de cada rectangulo,
entonces 2a + 2b = 16, y el perimetro del cuadrado es 4a + 4b = 32, respuesta (D).

12. Debe quedarse con una metra roja y 9 azules, luego debe descartar 40, respuesta
(E).

13. Las diferencias con 1/2, en valor absoluto, son 29/158, 5/118, 1/114, 25/158 y 11/92,
de las cuales evidentemente la més pequena es 1/114. La respuesta correcta es la (C).

14. El campedén debe haber ganado 3 partidos y el segundo 2, luego son Gonzalo y
Carlos, respuesta (C).

15. B no puede ser. Se puede ver usando los dedos pulgar, indice y medio. La respuesta
correcta es la (B).
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16. La suma es de la forma 3t + 2(¢ — 3) = 5t — 6, le falta uno para ser multiplo de 5.
La respuesta correcta es la (E).

17. La tira se descompone en 19 cuadraditos de 3 cm de lado, longitud 57 cm. La
respuesta correcta es la (D).

18. 1424+ ---+n=06n,n(n+1)/2=06n,n+1 =12, n = 11. La respuesta correcta es
la (C).

19. Las caras de cada cubo suman 14+2+4+3+4+4+4+ 5+ 6 = 21. Hay 7 cubos, pero hay
2 caras pegadas con cada niamero de puntos, luego quedan 21 x 5 = 105. La respuesta
correcta es la (A).

20. Si hay x chicos e y chicas entonces z/3 = y/2, x + y = 20, de donde x =12, y = 8.
La respuesta correcta es la (A).

21. El lado del cuadrado es 6. El 4rea sombreada es 6(p + g+ r + s)/2 = 27, de donde
p+q+r+s=09. La respuesta correcta es la (D).

22. Teoéfilo piensa que son las 12:00, ve 12:05, son 12:15. Leonardo ve 12:20 y piensa que
son 12:30. La respuesta correcta es la (B).

23. En total comieron 12-1,5 = 18 donas. Si z chicas comieron 2 donas ¢/u, entonces
10 — & comieron 1 ¢/u. Luego 2z 4 (10 — z) = 18, de donde = = 8. La respuesta correcta
es la (E).

24. Sile dejo x galletas a cada abuela, antes de entrar a la tercera casa tenia 2z, entro6 a
la segunda casa con 3z, antes de entrar tenia 6x, entrd a la primera casa con 7x y antes
de entrar tenia 14x. De los niimeros dados como opciones, el tiinico que se puede asegurar
que divide 14z es el 7, respuesta (E).

25. El primer dia se contagian 4 cubos de la primera capa y uno de la segunda. El
segundo dia, 6 cubos més de la primera capa, 4 més de la segunda y uno de la tercera.
Total 1+ 5+ 11 = 17, respuesta (E).

26. Los dos mas pequenos pueden ser 1 y 16 6 2 y 8. Los dos mas grandes s6lo pueden ser
9 y 25. La tunica posibilidad es entonces 2, 8, 9, 25 que suman 44. La respuesta correcta
es la (D).

27. Sean a, b, ¢, d y e los radios de las circunferencias de centros A, B, C, Dy F,
respectivamente. Entonces a +b =16, b+c=14,c+d=17,d+e =13y e +a = 14,
de donde

a+b—(b+c)+(c+d)—(d+e)+(e+a)=16—14+ 17— 13 + 14,

osea 2a =20,dedondea =10y b=6,c=8,d =9y e=4. La respuesta correcta es la

(A).
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28. En las esquinas de la base se ponen 1, 2, 3, 4; en los puntos medios de los lados 5,
6, 7, 8 y en el centro 50 — 10 — 26 = 14. Arriba queda 10 + 2 x 26 + 4 x 14 = 118. La
respuesta correcta es la (E).

29. El vagoén central lleva 5. Los dos primeros 6, igual que los dos ultimos. La respuesta
correcta es la (C).

30. Cada patréon en las aristas debe aparecer un numero par de veces. Como en las
5 caras mostradas aparecen NNN 3 veces, NNB 5, BBN 5 y NBN 7, estos 4 patrones
deben aparecer en la que falta. Eso excluye B, C y D. Con A o E, el nimero de cubos
negros en las esquinas es (3 +3+4+3+4+2+3)/3 = 6, y el de medios de aristas
(3+2+0+4+14+2+2)/2=5. Luego a lo sumo 4 centros de caras pueden ser negros, lo
que excluye E. La respuesta correcta es la (A).

1.3. Prueba de Cuarto Ano y Quinto Ano

Problema 1. El promedio de cuatro nameros es 9. Si tres de los ntimeros son 5, 9 y 12,
jcudl es el cuarto ndamero?

@8 ®6; ©O10; ©9 ®s36
Problema 2. ;Cual de los siguientes nimeros es una mejor aproximaciéon al resultado

17 % 0.3 x 20.16
do — X202 X 20,10,
¢ 999

@o0.1; ®1; ©100 ©10; E&o.01.

Problema 3. En un examen de 30 preguntas, el nimero de respuestas correctas dadas
por Rita fue 50 % mayor que el ntimero de sus respuestas incorrectas. Si contest6 todas
las preguntas, y cada una de sus respuestas fue correcta o incorrecta, ;cuantas respuestas
correctas dié Rita?

@10; ®12; ©15 ©18; ®)20.

Problema 4. En un sistema de coordenadas cartesiano, cuatro de los puntos siguientes
son los vértices de un cuadrado. ;Qué punto no es vértice de ese cuadrado?

® (0;-4); ®L1); ©(-2-1); O(C-L3); ©®3;-2).

Problema 5. Si el entero positivo x se divide entre 6, el resto es 3. ;Cudl es el resto si
3z se divide entre 67

®4 ®3 02 01 ©®O0.
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Problema 6. ;Cuéantas semanas son 2016 horas?
®12; ®6 ©16, O©8 ®10.

Problema 7. El pequeno Lucas invent6 su propio sistema para escribir nimeros nega-
tivos, antes de aprender la manera usual con el signo — delante. Contando hacia atras, el
escribia: ... 3, 2, 1, 0, 00, 000, 0000,... ;Cual es el resultado de 000+ 0000 en su notacién?

@ 1; ®00000; (© 000000; @) 0000000; @E)0OOO0OOOO.

Problema 8. Tengo algunos dados extranos: las caras muestran los ntimeros del 1 al 6
como de costumbre, pero los valores impares son negativos (—1, —3 y —5 en lugar de 1,
3y 5). Si lanzo dos de esos dados y sumo los valores que salgan, jcual de los siguientes
resultados no puede ser obtenido?

®4 ®3 O7n 05 ®S.

Problema 9. ;Cuantas veces, como minimo, hay que intercambiar pares de letras
adyacentes para transformar la palabra GATO paso a paso en la palabra TOGA?

®3 ®4 ©5 06 O

Problema 10. Sergio escribi6 cinco enteros positivos diferentes, de un digito cada uno,
en la pizarra. El descubrié que ninguna suma de dos de los ntimeros escritos es igual a
10. ;Cual de los siguientes niimeros se puede asegurar que fue escrito por Sergio?

®L ®5 02 04 ©®3.

Problema 11. Sia+5=5%—-1=c?43 =d — 4, ;cual de los niimeros a, b, c, d es el
mayor?

Aa; ®; ©c ©Od; €)es imposible determinarlo.

Problema 12. Un tablero de 3 x 3 esta dividido en 9 cuadrados uni-
tarios, en dos de los cuales estan inscriptos dos circulos (ver figura).
;,Cudl es la distancia entre los circulos?

®2 ®3% 022 Ov2+1 ®2v/2-1L )

Y
N

Problema 13. En un torneo de tenis por eliminatorias, seis de los resultados de los
cuartos de final, de las semifinales y de la final (no necesariamente en ese orden) fueron:
Bella le gan6 a Ana, Celia le gané a Diana, Gloria le gané a Hilda, Gloria le gané a Celia,
Celia le gano a Bella y Eva le gan6 a Flora. ;Cuél es el resultado que falta?

@) Gloria le gan6 a Bella; (@) Celia le gan6 a Ana; () Gloria le gané a Eva,;
®) Bella le gan6 a Hilda; (E)Eva le gan6 a Celia.
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Problema 14. ;Qué porcentaje del area del triangulo grande que se
ve en la figura esta sombreada?

@90%; B®88% ©85% D80 %; € esimposible determinarlo.

Problema 15. Julia quiere construir un cuadrado magico multi-
plicativo usando los ntimeros 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50 y 100. Los 201
productos de los ntumeros en cada fila, cada columna y cada una
de las dos diagonales deben ser iguales. La figura muestra como
comenz6. ;Qué nimero debe colocar Julia en la casilla con el signo
de interrogacion?

®2 ®4 ©5 O110; ©®25

Problema 16. Juan desea mantener unidos seis tubos de seccién circular de 2 cm de
didmetro mediante una banda elastica. El consider6 las dos posibilidades que muestran

las figuras:

(Cual de las siguientes afirmaciones acerca de la longitud de la banda elastica es verda-
dera?

3

@) La de la izquierda es m cm mas corta;

®) La de la izquierda es 4 cm més corta;
©) La de la derecha es 7 cm maés corta;
®) La de la derecha es 4 cm més corta;
®) Ambas tienen la misma longitud.

Problema 17. Ocho sobres idénticos contienen los nameros 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 y 128
(un numero en cada sobre). Eva escoge algunos sobres al azar. Alicia toma el resto. Cada
una suma los nimeros en sus respectivos sobres. La suma de Eva supera en 31 a la de
Alicia. ;Cuantos sobres tom6 Eva?

®2 ®3 O4 O35 ®6.

Problema 18. Pedro desea colorear las casillas de un tablero de 3 x 3
de manera que las tres casillas de cada fila, de cada columna y de cada
una de las dos diagonales sean de tres colores diferentes. ;Cudl es el
minimo namero de colores que Pedro debe usar?
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®3; ®4 ©O5 O©6 ©®T.

Problema 19. La figura muestra un cubo con cuatro angulos marcados. ;Cuénto es la
suma de las medidas de esos angulos?

@) 330°; ®)315°; ©360°; O 345°; (€)375°.

Problema 20. Hay 2016 canguros, cada uno de los cuales es gris o rojo. Hay al menos
un canguro gris y al menos un canguro rojo. Para cada canguro K se divide el namero
de canguros de color diferente al de K entre el nimero de canguros del mismo color que
K (incluido el propio K). Halle la suma de los 2016 resultados obtenidos.

@) 2016; B)1344; ©)1008; ©672; E)se necesita més informacion.

Problema 21. Una planta se enroll6é 5 veces alrededor de un tubo de
altura 1 m y circunferencia 15 cm, como muestra la figura. Mientras
trepaba, la altura de la planta aumentaba a un ritmo constante. ;Cual
es la longitud de la planta?

@0.75m; B®L7m; ©lom; ©O1.25m; E1.5m.

Problema 22. ;Cuél es el mayor resto posible que se puede obtener cuando un nimero
de dos digitos se divide entre la suma de sus digitos?

®13; ®15 ©14; ©17;  ®)16.

Problema 23. Un cuadrado de 5 x 5 se divide en 25 casillas. Inicialmente todas las
casillas son blancas, como se muestra a la izquierda. Una operacidn consiste en seleccionar
dos casillas adyacentes (es decir, que tengan un lado comun) y cambiar el color de cada
una al opuesto (es decir, blanco a negro o negro a blanco)
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;,Cudl es el minimo ntmero de operaciones que se requieren para obtener la coloracién
estilo ajedrez que se muestra a la derecha?

M1, ®15 ©13; O14; ®12.

Problema 24. Una lancha a motor tarda 4 horas en ir, corriente abajo, desde X hasta
Y. Para regresar de Y a X, contra la corriente, tarda 6 horas. ;Cuanto tarda un tronco
en ser llevado por la corriente desde X hasta Y, suponiendo que no encuentre ningin
obstéaculo?

@5 ®10; ©12; ©20; € ?24.

Problema 25. En la Republica Canguro cada mes tiene 40 dias, numerados del 1 al 40.
Si el nimero de un dia es primo o es multiplo de 6, ese dia es feriado. ;Cuantos dias de
trabajo hay en el mes tales que tanto el dia precedente como el siguiente sean feriados?

®5 ®4 O3 02 ®L

Problema 26. Dos de las alturas de un triangulo miden 10 cm y 11 cm. ;Cuél de las
siguientes no puede ser la longitud de la tercer altura?

@10cm; ®6cm; ©7cm; ©5cm;  €)100 cm.

Problema 27. Jacobo escribié cuatro enteros positivos consecutivos. Luego calcul6 los
cuatro resultados posibles que se obtienen al sumar tres de los cuatro enteros. Ninguno
de esos resultados es un nimero primo. ;Cudl es el menor entero que Jacobo pudo haber
escrito?

@7 ®6 ©3 ©10; ®12

Problema 28. Dos ninas y dos ninos estan sentados alrededor de una mesa redonda.
Cada uno esté vestido de un color diferente; azul, rojo, amarillo o verde. La persona de
azul esta sentada a la izquierda de Andrea. La persona de rojo estd sentada frente a
Bruno. Eva y Felipe estan sentados uno junto al otro. A la izquierda de la persona de
amarillo estd sentada una nina. ;De qué color estd vestida Eva?

@ es imposible saberlo; azul; @amarillo; @ verde; @rojo.
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Problema 29. Las fechas pueden escribirse en la forma DD.MM.AAAA. Por ejemplo,
hoy es 17.03.2016. Una fecha es sorprendente si todos sus 8 digitos son diferentes. ;En
qué mes ocurrird la préxima fecha sorprendente?

@) Marzo; ®)Diciembre; () Junio; ©) Agosto;  ®) Julio.

Problema 30. En una conferencia los 2016 participantes se registran con numeros del 1
al 2016. Cada participante del 1 al 2015 le da la mano a exactamente tantos participantes
como indica su nimero de registro. ;A cuantos participantes les da la mano el participante
20167

@ 1008; ®)672; ©2015;, ©D1; € 504.
1.3.1. Soluciones
1. Sea z el cuarto namero. Entonces (x+549+12)/4 = 9, de donde se despeja « = 10,

respuesta (C).

2. (17 x 0,3 x 20,16)/999 es aproximadamente (17 x 0,3 x 20)/1000 = 0,102, luego la
respuesta correcta es la (A).

3. El 60% de 30, o sea 18, respuesta (D).

4. Basta hacer un dibujo para ver que el punto que no es vértice del cuadrado es el
(—1,3). La respuesta correcta es la (D).
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5. x = 6q + 3, entonces 3z = 18¢ + 9 = 6(3¢ + 1) + 3. La respuesta correcta es la (B).
6. La respuesta es (2016/24)/7 = 12, o sea la (A).
7. Es —2 —3 = —5, que en su notacion es 000000. La respuesta correcta es la (C).

8. 4=2+4+2,3=4-1,5=6-1,8=444=2+ 6. El ibico que no se puede obtener
es el 7, respuesta (C).

9. Se puede con 4 movimientos: GATO GTAO GTOA TGOA TOGA. Como la A debe
hacer al menos dos mivimientos para llegar a la cuarta posicion, y lo mismo la G para
llegar a la tercera, ese es el minimo y la respuesta correcta es la (B).

10. De cada par {1,9}, {2,8}, {3,7}, {4,6} alo sumo escribié uno, luego necesariamente
escribio el 5. La respuesta correcta es la (B).

11. Setiened =a+ 9, luego d > a. Ademas d =2 +7>7, 0  =d—-3yc?=d—1.
Como (b—1)? >0 se tiene b*> +1>2by b < (b*> +1)/2. Luego b < (d — 2)/2 < d/2 < d
y andlogamente ¢ < (¢> +1)/2 = (d — 6)/2 = d/2 — 3 < d. O sea que d es el mayor,
respuesta (D).

12. La distancia entre los centros de los circulos es 2v/2, y restando dos radios queda
21/2 — 1. La respuesta correcta es la (E).

13. La final s6lo pudo haber sido entre Gloria y Celia, y gan6 Gloria, luego falta un juego
ganado por Gloria. Ana, Diana, Flora e Hilda fueron eliminadas en la primera vuelta,
y Bella fue eliminada en la segunda vuelta por Celia, luego falta el juego que Gloria le
gano6 a Eva. La respuesta correcta es la (C).

14. El area de cada triangulito blanco es 1/25 del grande, luego el area sombreada es
22/25 o sea el 88 % del grande. La respuesta correcta es la (B).

15. El producto de los 9 ntimeros es 10%, luego el producto de cada linea de 3 es
1000. Entonces en la esquina superior derecha va el 50. Si el nimero del centro es z,
multiplicando las 4 lineas que pasan por el centro se ve que 1000* = 1023, de donde
x = 10, la esquina inferior derecha es 5 y en la casilla con el signo de interrogacion va el
4. La respuesta correcta es la (B).

16. En ambas figuras los arcos suman una circunferencia completa y los segmentos
rectilineos suman 12 cm. La respuesta correcta es la (E).

17. Sila suma de Eva es e, entonces 1+2+4+8+16+32+64+ 128 = 255 = e+ (e —31),
de donde e = 143 = 128 + 8 + 4 4 2 4 1. Luego Eva tomo 5 sobres, respuesta (D).
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18. Las cuatro esquinas y el centro deben ser de colores diferentes, luego se necesitan al
menos 5 colores. Y con 5 colores es suficiente, como muestra la figura siguiente. Luego la
respuesta correcta es la (C).

19. a=60° B =v=0=90°y la suma es 330°. La respuesta correcta es la (A).

20. Sea g el numero de canguros grises y r el nimero de canguros rojos. Entonces la
suma es igual a g(r/g) + r(g/r) = r + g = 2016. La respuesta correcta es la (A).

21. Imaginemos una hoja de papel de 1 m de altura enrollada 5 veces alrededor del tubo.
Si se desenrrolla resulta un rectangulo de 75 cm de ancho por 100 cm de altura, cuya dia-
gonal tiene la longitud de la planta. Luego la respuesta es /752 + 1002 = 25/32 4 42 =
125 c¢m, opcion (D).

22. Para que el resto sea grande la suma S de los digitos debe ser grande. El valor més
grande posible es .S = 18, que corresponde al ntimero 99. Pero 99 = 18-6+9 y el resto es
9. Con S = 17 hay dos nimeros, 98 y 89. Se tiene 98 = 17-5+ 13y 89 =17-5+ 4. Con
S = 16 hay tres nimeros: 97,88y 79. 97=16-6+1,88 =16-5+8 y 79 = 16 - 4 + 15.
Este altimo resto, 15, es el maximo, ya que los nimeros que quedan por examinar tienen
S <15 y por lo tanto dejaran restos a lo sumo de 14. La respuesta correcta es la (B).

23. Para obtener cada casilla negra se requiere al menos una operacién, luego se necesitan
al menos 12 operaciones. Pero 12 son suficientes, como muestra la figura, donde cada
segmento une dos casillas que cambian de color simultdneamente. La respuesta correcta
es la (E).

I
L | L

1
[

I__

I
L

I__
I

24. Sea u la velocidad de la lancha, v la velocidad de la corriente y d la distancia de X
a'Y. Entonces d/4 =u+vy d/6 =u—v, de donde d/4 —d/6 = (u+v) — (u—v) = 2v,
es decir d/12 = 2v y v = d/24, o sea que el tronco tarda 24 horas en recorrer la distancia
d llevado por la corriente. La respuesta correcta es la (E).
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25. Si uno de los dias adyacentes a otro es multiplo de 6, el otro no es miultiplo de 6 ni
primo. Luego la tnica posibilidad es que los dos adyacentes sean primos, lo que ocurre
solo para el 4. La respuesta correcta es la (E).

26. Como ah, = bhy = ch. (doble del area), de la desigualdad triangular a < b+ ¢ se
deduce 1/hg < 1/hy + 1/h,, luego 5 no puede ser pues 1/5 > 1/10 + 1/11. La respuesta
correcta es la (D).

27. Sia es el menor, las 4 sumas son enteros consecutivos a partir de 3a+3. Los primeros
4 enteros consecutivos sin primos son 24, 25, 26 y 27, luego 3a+3 = 24 y a = 7, respuesta

(A).
28. Bruno no esta a la derecha de Andrea (pues tendria azul enfrente) ni frente a Andrea
(pues separaria a Eva de Felipe), luego estd a la izquierda de Andrea. A la derecha de

Andrea esta rojo, de donde Andrea viste anmarillo y Eva esta a su derecha, de rojo. La
respuesta correcta es la (E).

29. Supongamos que ocurra en el ano 2zyz. Si = 0 entonces no se puede escribir el
mes. Si x = 1 entonces el mes debe ser 0z, y al haber usado el 0, 1 y 2 no se puede
escribir el dia. O sea que el menor valor posible para x es 3, y para el ano es 2345. Ahora
el mes mas pequeno seria el 01, pero no sirve pues entonces no se podria escribir el dia.
El siguiente disponible es 06, para el cual el dia méas pequeno disponible es el 17. luego
la fecha es el 17.06.2345, respuesta (C).

30. El 2015 le da la mano a todos los demaés, y el 1 sélo al 2015. El 2014 a todos menos
al 1, y el 2 s6lo al 2014 y al 2015. El 2013 a todos menos 1 y 2, y asi sucesivamente hasta
el 1008, que le da la mano a todos menos 1, 2, 3,..., 1007, es decir a 1009, 1010,...,
2016. Luego 2016 les da la mano a 1008,..., 2015, que son 1008. La respuesta correcta es
la (A).



Capitulo 2

Prueba Regional

LA prueba regional de la OJM consta de cuatro problemas, que se valoran en una
escala de 1 a 7. Los participantes disponen de tres horas y media para resolverlos.

2.1. Prueba de Primer Ano

Problema 1. Halle el mayor entero de tres digitos que sea el producto de tres niimeros
primos diferentes.

Problema 2. Un tridngulo equilatero tiene igual perimetro que un hexagono regular.
Si el 4rea del hexigono es 15 cm?, jcual es el area del tridangulo?

Problema 3. Cuando Juan nacié, su abuela tenia 48 anos. Hoy Juan esta cumpliendo
anos. Si los afios que esta cumpliendo Juan son la tercera parte de los que tiene su abuela,
jcuantos anos tiene hoy la abuela?

Problema 4. En un torneo participaron seis ajedrecistas. Cada uno de ellos jugd exac-
tamente una vez contra cada uno de sus contrincantes. Una victoria vale 2 puntos, un
empate vale 1 punto y una derrota vale 0 puntos. Al final del torneo, uno de los partici-
pantes totalizé 8 puntos, otro 6 puntos, y los cuatro restantes obtuvieron n puntos cada
uno. Determine el valor de n.

2.1.1. Soluciones

1. 999 no es pues 999 = 32-37. 998 tampoco pues 998 = 2-499, producto de dos primos.
997 es primo, y 996 = 22 -3 -83. 995 = 5 - 299, producto de dos primos. Finalmente
994 =2-7-71, ése es.
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2. Si el lado del hexagono es a, entonces el lado del tridngulo debe ser 2a. Pero el
hexagono se descompone en 6 tridngulitos equilateros de lado a, mientras que el tridngulo

se descompone en cuatro de esos triangulitos. Luego el area del tridngulo es % = % de la

del hexéagono, es decir %15 =10 cm?.

3. Si Juan esta cumpliendo x afios, su abuela tiene 48 + x. Como 48 + = = 3x resulta
48 = 22 y x = 24. Luego la abuela tiene 48 4+ 24 = 72 anos.

4. Se jugaron %° = 15 partidas (también se pueden contar como 5+ 4+ 3+2+ 1), luego
el total de puntos da 2-15 =30y 8 + 6 + 4n = 30, de donde n = 4.

2.2. Prueba de Segundo Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 1 de Primer Afio (ver pag. 28).

Problema 2. Ana tiene tres bolsas con caramelos. La primera bolsa contiene 27 ca-
ramelos menos que las otras dos bolsas juntas. La segunda bolsa contiene 35 caramelos
menos que las otras dos bolsas juntas. ;Cudntos caramelos contiene la tercera bolsa?

Problema 3. ;Cuéantos nimeros enteros entre 2000 y 3000 tienen la suma de sus digitos
igual a 167



30 Prueba Regional

Problema 4. Lossegmentos ABy E'F son paralelos. Como indica la figura ZABC = 37°
y ZDEF = 19°. Calcule la diferencia de angulos /BCD — ZCDE.

2.2.1. Soluciones

2. t=y+2—27 y=x+ z— 35, sumando resulta z +y = y + = + 2z — 62, de donde
0=2z-062,2z=062, z=31.

3. El primer digito debe ser 2. Sea b el segundo digito. Si b = 0 entonces los dos ultimos
digitos deben sumar 14 y pueden ser 59, 68, 77, 86 0 95, 5 posibilidades. Analogamente si
b =1, los dos tltimos deben sumar 13 y pueden ser 49, 58, 67, 76, 85 0 94, 6 posibilidades.
Continuando asi cuando b es 2, 3, 4 0 5 hay 7, 8, 9 o 10 posibilidades, respectivamente.
Pero si b = 6, las posibilidades vuelven a ser 9: 08, 17, 26,..., 80. Para b igual a 7, 8 0 9
las posibilidades son 8, 7 o 6, respectivamente. Por lo tanto la respuesta es

5+6+74+8+94+104+94+8+7+6=75.

4. Trazando CC’ y DD’ paralelas a AB se tiene /BCC' = ZABC = 37°, /D'DE =
/DEF =19°y /C'CD = ZCDD'’. Luego

/BCD — /CDE = (/BCC’ + ZC'CD) — (LCDD' + /D'DE)
= /BCC' — /CDD' = 37° — 19° = 18°.
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!

-—— =10

Solucién alternativa:

G

Prolongar BC'y DE hasta que se corten en G. Prolongar F'E hasta cortar a CG en H.
Como ZBCD es angulo externo del triangulo C DG, se tiene /BCD—/CDE = ZCGD.
Y como ZCHE es angulo externo del tridngulo EHG, se tiene ZCGD = ZCHE —
LHEG. Pero Z/CHE = ZCBA = 37° y ZHEG = ZDEF = 19°, luego ZCGD =
LCHE — ZHEG = 37° — 19° = 18°.
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2.3. Prueba de Tercer Ano

Problema 1. Halle el mayor entero positivo que cumpla las tres condiciones siguientes:
a) Todos sus digitos son diferentes.
b) Es multiplo de 9.
c¢) La suma de sus digitos es menor que 16.

Problema 2. Idéntico al Problema 2 de Segundo Afio (ver pag. 29).
Problema 3. Idéntico al Problema 3 de Segundo Afio (ver pag. 29).

Problema 4. Idéntico al Problema 4 de Segundo Afio (ver pag. 30).

2.3.1. Soluciones

1. Como es miltiplo de 9, la suma de sus digitos también lo es, y como es menor que
16 s6lo puede ser 9. Si el nimero tiene 5 o mas digitos diferentes, su suma serfa al menos
0+ 1+243+4=10. Por lo tanto puede tener a lo suma cuatro digitos. Si a es uno de
los digitos, la suma de los otros tres es al menos 0+ 1+ 2 = 3, luego a < 6. La respuesta
es 6210.

2.4. Prueba de Cuarto Ano

Problema 1. Un entero mayor que 10 se dice bueno si sus digitos se pueden dividir
en dos grupos tales que la suma de los digitos de uno de los grupos es igual a la suma
de los digitos del otro grupo. Por ejemplo 22 es bueno, pues 2 = 2; 3454 es bueno pues
345 =4+ 4; 29403 es bueno, pues 9 + 0 = 2 + 3 + 4. Halle el menor nimero natural n
tal que n es bueno y n + 1 también es bueno.

Problema 2. Resuelva el sistema de ecuaciones

2% —2Y = 2016,
Tz —y=6.

Problema 3. ABCD es un cuadrado y AEF es un tridngulo equilatero. Si el area del
cuadrado es 6 cm?, jcudl es el area del tridngulo?



2.4 Prueba de Cuarto Afio 33

A

Problema 4. ;Cuéntos enteros positivos miltiplos de 9 estan formados por 7 digitos
no nulos diferentes?

2.4.1. Soluciones

1. La suma de los digitos de un ntiimero bueno n debe ser par. Luego el niimero debe
terminar en 9 pues de lo contrario la suma de digitos de n + 1 seria impar. Con dos
digitos la dnica posibilidad es 99, pero 99 + 1 = 100 no es bueno. Con tres digitos las
posibilidades son 189, 279, 369, 459, 549, 639, 729, 819 y 909. Ni 190 ni 280 ni 370 ni 460
son buenos, pero 550 si es bueno. Luego la respuesta es 549.

2. x=y+6,27-2Y =2v+6 9y — (26 _1)2¥ = 63.2Y, 2016 = 63 - 32, 63-2Y = 63 - 32,
2Y=32,dedondey=5yx=y+6=11.

3. El lado del cuadrado mide /6 cm. En el tridngulo rectangulo EDC, por Pitagoras,
EC? = ED?> + DC? = ED? +6. Si E’ es el simétrico de E respecto a D entonces es
claro que EE’'C es equilatero, luego FC = EE' = 2ED y nos queda (2ED)? = ED? 46,
de donde 3ED? = 6y ED = V2. El lado del triAngulo AE'F mide entonces FA =
ED + DA =2+ /6 cm. Como el 4rea de un tridngulo equilatero de lado a es ‘f a?, el
area de AEF es entonces

f(f V6)? = f(8+2f) V3(2+V3) =3+ 2V3.
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4. La suma de 7 digitos no nulos diferentes es como minimo 14+2+3+4+4+5+6+7 = 28
y como méximo 3+4+ 546+ 7+ 8+ 9 = 42. Como esa suma debe ser miiltiplo de 9,
debe ser 36. Como 1+2+4+3+4+5+6+ 7+ 8 = 36, la suma 36 no se puede lograr con
7 sumandos a menos que intervenga el 9. Si interviene el 9, los otros 6 nimeros deben
sumar 27, y los dos digitos no nulos no usados deben sumar 9, es decir que pueden ser 1
v8 2y 7,3y6064y5. Setienen asi las siguientes posibilidades: 2+3+4+54+6+7+9,
1434445464849, 1+2+4+5+7+8+9y1+2+3+6+7+8+9. Entonces
los niimeros que cumplen la condicién son los que se obtienen permutando los digitos de
cada uno de los cuatro grupos anteriores, es decir que hay 4 - 7! = 4 - 5040 = 20160.

2.5. Prueba de Quinto Ano

La prueba de Quinto Ano fue idéntica a la de Cuarto Ano (ver pag. 32).
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Prueba Final OJM 2016

A prueba final de la OJM 2016 se realiz6 el sdbado 11 de junio en la Universidad

Metropolitana, en Caracas. La prueba constdé de cuatro problemas, cada uno de
ellos con un valor de 7 puntos. Los participantes dispusieron de tres horas y media para
resolverlos.

3.1. Prueba de Primer Ano

Problema 1. En cierta isla, los habitantes son de dos tipos: los honestos, que siempre
dicen la verdad, y los embusteros, que siempre mienten. Un dia se encuentran reunidas
Ana, Berta y Claudia, tres habitantes de la isla. Ana dice “Las tres somos embusteras”.
Berta dice “Las tres somos honestas”’. Claudia permanece callada. ;Qué es cada una de
ellas?

Problema 2. Una caja contiene pelotas amarillas, azules y rojas. Si se extraen 10
pelotas cualesquiera, entre ellas siempre hay al menos una de cada color. ;Cuél es el
méaximo numero de pelotas que puede haber en la caja?
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Problema 3. Sea ABC un tridngulo con AB = AC' 'y ZBAC = 20°. Sean D y E
puntos en los lados AB y AC, respectivamente, tales que ZCBE = 50° y Z/BCD = 20°.
;,Cuanto mide el angulo ZDEB?

Problema 4. Carlos dividié 123 entre cierto entero positivo n, y obtuvo como resto 17.
., Qué resto obtendré si divide 2016 entre n?

3.1.1. Soluciones

1. Si Ana fuese honesta entonces las tres serian embusteras, incluida Ana, lo cual es
una contradiccion. Luego Ana es embustera. Berta también es embustera, ya que como
al menos Ana es embustera no es verdad que las tres sean honestas. Finalmente Claudia
debe ser honesta, ya que si fuese embustera, las tres lo serian, y Ana habria dicho la
verdad.

2. El méaximo es 13, que se puede lograr por ejemplo con 5 pelotas amarillas, 4 azules
y 4 rojas. Supongamos que los numeros de pelotas de cada color son =, y y z, y que
r <y < 2z Siy+ 2z > 10 se podrian extraer 10 pelotas de s6lo dos colores, luego
y+2<9. Y entonces y < 4 (pues si y > 5 entonces y + z > y +y > 10). Por lo tanto
z+y+z<y+(y+z2) <4+9=13.

3. Como ABC es isosceles se tiene LZABC = ZACB = (180° — 20°)/2 = 80°. Entonces
/BDC =180° — ZDBC — ZDCB = 180° — 80° — 20° = 80° y BDC es isosceles, luego
BC = DC. Ademés LZECD = LECB — ZDCB = 80° — 20° = 60°. Por otra parte
/ZBEC = 180° — 50° —80° = 50° y BEC es iso6sceles, luego EC = BC'. Esto significa que
CDE es equilétero, por tener EC = DC' y ZECD = 60°. Por lo tanto ZDEC = 60°, de
donde /DEB = /DEC — /BEC = 60° — 50° = 10°.

4. 123 = gn+ 17, de donde gn = 123 — 17 = 106. Pero 106 sélo se factoriza como 1 -106
o como 2 - 53. Como n debe ser mayor que 17, debe ser n = 106 o n = 53. Verificacién:
123 =1-106+17 = 2-53+17. Pero 2016 = 19-106 + 2 = 38-53+ 2, asi que en cualquiera
de los dos casos el resto buscado es 2.
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3.2. Prueba de Segundo Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 2 de Primer Afio (ver péag. 35).
Problema 2. Idéntico al Problema 3 de Primer Afo (ver pag. 36).
Problema 3. Idéntico al Problema 4 de Primer Afo (ver pag. 36).

Problema 4. Un supermercado recibe varios camiones con cajas de frutas. Cada caja
contiene frutas de un solo tipo, que puede ser mangos, fresas, naranjas o peras. Cada
camion trae el mismo numero de cajas. La fruta de la que maéas cajas se han recibido es
el mango. Del total de cajas recibidas, uno de los camiones ha traido exactamente 1/3
de las cajas de mangos, 1/5 de las de fresas, 1/6 de las de naranjas y 1/7 de las de peras.
(,Cuantos camiones llegaron?

3.2.1. Soluciones

4. FEl ntmero de cajas con mangos debe ser multiplo de 3, digamos entonces que es 3m
(con n natural). Analogamente sean 5f, 6n y 7p el numero de cajas de fresas, naranjas
y peras, respectivamente. Uno de los camiones (y por lo tanto todos) traen un total de
m+ f+n-+p cajas. El nimero total de cajas es 3m+5f 4+ 6n+ 7p, luego si son k camiones
debe cumplirse k(m + f +n+p) = 3m + 5f 4+ 6n + Tp. De esta igualdad resulta obvio
que 3 < k < 7, luego k sblo puede ser 4, 5 6 6.

Si fuese k = 6 entonces 6(m + f+n+p) =3m+5f+6n+ 7p, de donde 3m+ f =p
y habria muchas méas cajas de peras (7p) que de mangos (3m).

Si fuese k = 5 entonces de 5(m+ f+n+p) = 3m+5f+6n+7p resulta 2m = n+2p. Pero
esto es imposible, pues como 3m > 6n se tiene m > 2n, y entonces 4m = 2n+4p < m+4p
y 3m < 4p < 7Tp, y habria mas cajas de peras que de mangos.

Solo queda la posibilidad k£ = 4, que efectivamente puede darse, por ejemplo asi: 3
camiones cargados cada uno con 6 cajas de mangos, una de fresas, una de naranjas y una
de peras, y un cuarto camion con 2 cajas de fresas, 3 de naranjas y 4 de peras.

3.3. Prueba de Tercer Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 2 de Primer Afio (ver péag. 35).

Problema 2. Halle todos los pares de nimeros primos (p, q), con p < ¢, tales que los
nimeros p + 2q, 2p +q y p+ q¢ — 22 también sean primos.

Problema 3. Idéntico al Problema 4 de Segundo Afio (ver pag. 37).

Problema 4. ABCD es un trapecio con bases AB'y CD. M es el punto medio del lado
AD. Se sabe que el angulo ZMCB es recto, que MC =7 cm y que BC =5 cm. Calcule
el area del trapecio.
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3.3.1. Soluciones

2. Si p = 2 entonces p + 2q seria par y mayor que 2, y no seria primo. Por lo tanto p y ¢
son impares y p+q—22 es par. Como p+q—22 debe ser primo, la tnica posibilidad es que
p+q—22 =2, es decir p+ ¢ = 24. Luego (p, q) ppdria ser (5,19), (7,17) o (11,13). Como
5+42-19=43y 2-5+4+19 = 29 son primos, (5,19) es una solucién. Como 7+ 2-17 = 41
y 2-74 17 = 31 son primos, (7,17) es otra solucion. Pero 2- 11 + 13 = 35 no es primo, y
se descarta (11,13). Luego las soluciones son (5,19) y (7,17).

4. Sea N el punto medio de BC. Trazando perpendiculares a las bases como se ve en la
figura, y usando [| para denotar areas, se tiene que [AX M| = [DY M|y [BZN] = [CW N].

y D cC W

Por lo tanto el area del trapecio es igual a la del rectangulo X ZWY . Si la altura del
trapecio es h, entonces su area es

[ABCD] = MNh.

(Esto ultimo es conocido: el area de un trapecio es igual al producto de su paralela media
por su altura. Si un estudiante cita este resultado es suficiente.)
Ahora bien, el area del triangulo MNC es [MNC] = $MN% = $MNh. Pero como
MNC es rectangulo esa area es también
MC-CN _7-5 35

2 2 4
Es decir que %MNh = %, de donde M Nh = 35 y por lo tanto [ABCD] = 35.

3.4. Prueba de Cuarto Ano

Problema 1. A una fiesta asisten 4 nifias, cada una acompanada de un hermano. Las
ninas se llaman Ana, Berta, Carmen y Dora. Sus hermanos se llaman, en algtn orden,
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Juan, Luis, Mario y Pedro. De una bandeja con 38 caramelos, Ana tomé uno, Berta dos,
Carmen tres y Dora cuatro. Juan tomoé el mismo nimero de caramelos que su hermana,
Luis tomo el doble que su hermana, Mario tom6 el triple que su hermana y Pedro tomé
el cuddruple que su hermana. La bandeja qued6 vacia. Determine el nombre del hermano
de cada nina.

Problema 2. Idéntico al Problema 2 de Tercer Afio (ver pag. 37).

Problema 3. Halle todas las soluciones reales (z,y) del sistema de ecuaciones

1 8
T——=—,
Yy X
1 8
y——=-.
roy

Problema 4. Idéntico al Problema 4 de Tercer Afio (ver pag. 37).

3.4.1. Soluciones

1. Sean z, y, z, w los numeros de caramelos que tomaron las hermanas de Juan, Luis,
Mario y Pedro, respectivamente. Entonces z, y, z, w son, en algtn orden, 1, 2, 3 y 4. Por
lotantox +y+ 2+ w =1+ 2+ 3+ 4 = 10. Entre los cuatro hermanos tomaron los 28
caramelos restantes, es decir que = + 2y + 3z 4+ 4w = 28. Restando miembro a miembro
queda y + 2z 4+ 3w = 18. Como y + 22 <3+ 2-4 =11, w no puede ser 1 ni 2.

Si w = 4 entonces y + 2z = 18 — 3 -4 = 6. Luego y es par y debe ser y = 2, de donde
2z =4y z =2, lo cual es imposible pues se repite el 2.

Si w = 3 entonces y + 2z = 18 — 3 -3 = 9. Luego y es impar y debe ser y = 1, de
donde z = 4 y x = 2. Tenemos asi una solucién, en la cual las hermanas de Juan, Luis,
Mario y Pedro son, respectivamente, Berta, Ana, Dora y Carmen.

3. Multiplicando las ecuaciones por xy nos queda
o’y -z = 8y,
zy? —y = 8.
y sumando miembro a miembro resulta z?y — x + 2y? — y = 8y + 8z, o sea
zy(x +y) =9z +y).

Si x4y # 0 entonces ry = 9, y sustituyendo en 2%y — 2 = 8y nos queda 9z — x = Sy, es
decir 8x =8y y = = y.
Analogamente, restando miembro a miembro resulta 22y — r — 2y% + y = 8y — 8z, o
sea
zy(r —y) =7(y — x).
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Si 2 # y entonces xy = —7, y sustituyendo en 2%y — x = 8y nos queda —7x — = = Sy, es
decir -8z =8y y x = —y.

Es decir que cualquier solucién debe cumplir z = —y o x = y.

Si x =y entonces x — = = 2, es decir # = 2, 22 =9, y tenemos las soluciones (3, 3)
y (=3,-3).

Si x = —y entonces x + % = %, es decir x = %, 2?2 = 7, y tenemos las soluciones

(VT,=VT) y (=VT,V7).
Es decir que hay cuatro soluciones: (3,3), (=3, —3). (vV7,—V7) y (—=V7,V/7).

3.5. Prueba de Quinto Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 1 de Cuarto Ano (ver pag. 38).

Problema 2. ;Cual es el menor nimero natural que se puede expresar como la suma
de 9 naturales consecutivos y también como la suma de 10 naturales consecutivos?

Nota: “natural” es lo mismo que “entero positivo”.
Problema 3. Idéntico al Problema 3 de Cuarto Afio (ver pag. 39).

Problema 4. Sea ABCD un cuadrado, E el punto medio del lado CD y M un punto
interior del cuadrado tal que /ZMAB = /MBC = /ZBME. Calcular la medida del
angulo /M AB.

M
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3.5.1. Soluciones

2. Supongamos que a + (a+1)+---+(a+8) =b+ (b+1)+---+ (b+9). Entonces
9(2a + 8)/2 = 10(2b + 9)/2, 0 9(a + 4) = 5(2b + 9). Luego 9 divide a 2b + 9, y por lo
tanto a 2b y a b. Es decir que el menor valor posible para b es 9. Con b = 9 se tiene
9(a+4) =5(20+9) =5-27, de donde a +4 = 15 y a = 11. El namero buscado es por lo
tanto 9-15 = 5-27 = 135. Verificaciéon: 11 +12+---+19=135,9+10+---+ 18 = 135.

Solucién alternativa: a+ (a+1)+---+(a+8) =9(2a+8)/2=9(a+4) y a+ (a +
D4+ (@+8)+(a+9) =10(2a+9)/2 = 5(2a +9). Una tabla de estas dos funciones
nos da;

a | 9a+4) | 5(2a+9)
1 45 55
2 54 65
3 63 75
4 72 85
) 81 95
6 90 105
7 99 115
8 108 125
9 117 135
10 126 145
11 135 155

4. Como AMAB+/MBA =/MBC+/MBA = /ZCBA = 90°, debe ser ZAM B = 90°
y M pertenece a la circunferencia de didmetro AB y centro el punto medio F' de AB.
Como FM = FB, AFMB es isosceles y ZFMB = /FBM. Entonces

LFME =/FMB+ /MBE = ZFBM + ZMBC = 90°,

de donde M pertenece a la circunferencia de didmetro F'E, cuyo centro es el centro O del
cuadrado. Entonces OM = OF = FM y AOMF es equilatero, de donde ZOF M = 60°,
LMFA=30°y LMAB = (180° — 30°)/2 = 75°.



42

Prueba Final OJM 2016

M




Capitulo 4

Olimpiada de Mayo

A Olimpiada de Mayo es una competencia matematica internacional coordinada por

la Olimpiada Matematica Argentina (OMA). Consiste en una prueba escrita de 3

horas de duracién y consta de dos niveles: el primer nivel es para jovenes que no hayan

cumplido 13 anos hasta el 31 de diciembre del ano anterior a la prueba, y el segundo

nivel es para jévenes que no hayan cumplido 15 anos hasta el 31 de Diciembre del ano
anterior a la prueba.

4.1. Problemas del Primer Nivel

Problema 1. En una hoja estan escritos siete numeros enteros positivos diferentes. El
resultado de la multiplicacién de los siete numeros es el cubo de un nimero entero. Si el
mayor de los nimeros escritos en la hoja es IV, determinar el menor valor posible de .
Mostrar un ejemplo para ese valor de N y explicar por qué no es posible que N sea més
chico.

Problema 2. En una competicién deportiva en la que se realizan varias pruebas, solo
participan los tres atletas A, B, C'. En cada prueba, el ganador recibe x puntos, el
segundo y puntos y el tercero z puntos. No hay empates, y los numeros z, y, z son
enteros positivos distintos con x > y > z. Al terminar la competicién resulta que A ha
acumulado 20 puntos, B ha acumulado 10 puntos y C' ha acumulado 9 puntos. Sabemos
que el atleta A fue segundo en la prueba de 100 metros. Determinar cual de los tres
atletas result6 segundo en la prueba de salto.

Problema 3. En el tridngulo ABC se marcaron el punto D en el lado BC' y el punto
E en el lado AC de manera que CD = DE = EB = BA. El dngulo ZAC B mide 20°.
Calcular la medida del angulo ZADE.
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Problema 4. Dado un tablero de 3 x 3 se quiere escribir en sus casillas los nimeros
1,2,3,4,5,6, 7,8 y un nimero entero positivo M, no necesariamente distinto de los
anteriores. El objetivo es que la suma de los tres ntimeros de cada fila sea la misma.

a) Hallar todos los valores de M para los que esto es posible.

b) ;Para cuéles de los valores de M hallados en a) es posible acomodar los nameros
de modo que no solo las tres filas sumen lo mismo sino que también las tres columnas
sumen lo mismo?

Problema 5. En el pizarréon estan escritos los 400 ntimeros enteros 1, 2, 3,..., 399, 400.
Luis borra 100 de estos numeros, luego Martin borra otros 100. Martin gana si la suma
de los 200 ntameros borrados es igual a la suma de los no borrados; en otro caso, gana
Luis. ;Cuél de los dos tiene estrategia ganadora? ;Y si Luis borra 101 nimeros y Martin
borra 997 En cada caso, explicar como puede asegurarse la victoria el jugador que tiene
la estrategia ganadora.

4.2. Soluciones del Primer Nivel

1. Consideremos el siguiente ejemplo para N = 12: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12. El producto de esos
siete ntiimeros es 2°-33, un cubo perfecto. Supongamos que algtn valor N < 12 sea posible,
entonces tenemos que escoger siete elementos del conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
cuyo producto sea un cubo perfecto. Si alguno de esos niameros es 5 o 10, el factor primo
5 deberia aparecer al menos tres veces en ese conjunto, pero eso no es posible. De forma
similar, es imposible que alguno de esos ntimeros sea 7 u 11. Luego, los siete elementos
escogidos deberian ser 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, pero el producto de esos siete niimeros es 27 - 34,
que no es un cubo perfecto.

2. Sea n el numero de pruebas realizadas. Sabemos que n > 2. En cada prueba se
otorgan = + y + z puntos y por tanto la suma de puntos obtenidos por los tres atletas
esn(z+y+2)=20+10+9 = 39. Luego = + y + 2z es un divisor de 39 = 3 - 13. Pero
r+y+2>214+24+3=6,luegoz+y+z=13yn=3.

Una de las tres puntuaciones obtenidas por A fue y. Si A hubiera resultado tercero
en alguna de las otras dos pruebas, tendriamos que 20 < z + y + z = 13, absurdo.

Si A hubiera sido segundo en las tres pruebas, tendriamos 20 = 3y, que también es
imposible.

Si A hubiera sido segundo en dos de las tres pruebas y ganador de la tercera entonces
r+2y =20, y restando x+y+z = 13 resultay—z =20—13 =7,de donde y > 7+2 > 8,
r>9yx+y>17 > 13, absurdo.

La tunica posibilidad que queda es que A haya ganado dos de las pruebas y haya sido
segundo en la restante. Entonces 2z +y = 20, y restando z+y+2 = 13 resultaz —2z = 7.
Luego x > 7+ z > 8, de donde y = 20 — 2z debe ser un nimero par no superior a 4, es
decir que y =2 o y = 4.
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Si y = 2 entonces necesariamente z = 1y x = 13 — 1 — 2 = 10, imposible pues en
este caso la suma de puntos de A seria 2z + y = 22 # 20. Por lo tanto y = 4, de donde
20 =20—y =16, =8y z = 1.

Ahora bien, la tnica forma de que C' haya acumulado 9 puntos en las tres pruebas es
que haya quedado segundo en dos de ellas y tercero en la restante (4+4+1=9). Como
A qued6 segundo en la de 100 metros, el que qued6 segundo en la de salto fue C.

3. Por las condiciones del enunciado, los tridngulos ABE, BED y EDC son isosceles,
y los dngulos ZDCFE y ZDEC son iguales e iguales a 20°.

B

& C

A E
Se tiene /BDE = /DCFE + ZDEC = 40° pues Z/BDEF es exterior al tridngulo CDE,
y como LEDB = ZEBD tenemos Z/BED = 180° — (LEDB + ZEBD) = 100°. Luego
LAEB =180° — ZBED — Z/DEC = 180° — 100° — 20° = 60°, y como /BAFE = ZAEB,
resulta ZABE = 180° — (/BAE+ ZAEB) = 60°. Luego el tridngulo ABE es equilatero,
y AE = BE = ED, con lo que el tridngulo ADE es isésceles con AE = DE. Entonces

1 1
ZADE = /DAE = ;(180° — (£BEA + ZBED)) = 5 (180° — (60° + 100°)) = 10°.

4. Sea S el valor comin de la suma de las tres filas. Entonces la suma de todos los
numeros del tablero es 3S. Por otro lado, esta suma es igual a 1 4+2+---+8+ M =
36 + M. Luego 35 = 36 + M, lo que implica que M es divisible entre 3. Si los otros dos
ntmeros en la fila de M son x e y, entonces los seis ntimeros de las otras dos filas suman
285 =36—2x—-—y<36—-—1—2=33,dedonde S <16y M =35 —36 <48 — 36 = 12.
Entonces M soélo puede ser 3, 6, 9 o 12. Todos ellos son posibles, como se muestra en los
siguientes ejemplos:

184 626 915 1213

733 185 483 826

526 743 267 457

Asi, la respuesta a la parte a) es 3, 6, 9 y 12. Notemos que en las tablas que corres-
ponden a M = 3,6,9 no solo las sumas de las filas son iguales, sino también las de las co-
lumnas. Pero tal ordenamiento es imposible para M = 12. En ese caso 35 = 36+ M = 48
y S = 16. Entonces los dos ntimeros de la fila del 12 suman 4, lo cual solo es posible si
son 1y 3. Luego 1 y 3 no estan en la columna de 12, y la suma de esta columna no es
16. En conclusioén la respuesta a b) es 3, 6 y 9.
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5. Martin puede ganar. Los nimeros 1, 2,. .., 400 se pueden dividir en 200 pares con suma
401 en cada par: {1,400}, {2,399},..., {200, 201}. Supongamos que entre los 100 nameros
que borra Luis hay exactamente 2k que forman pares completos, con 0 < k& < 50. Entonces
si « es uno de los restantes 100 — 2k ntimeros borrados, el segundo ntimero ' = 401 — x
del par de x no fue borrado, de modo que Martin borra los 100 — 2k respectivos niimeros
7/, formando 100 — 2k nuevos pares completos. Ademas Martin tiene que borrar otros
100 — (100 — 2k) = 2k nameros més, que es una cantidad par. Como todos los ntimeros
borrados hasta ahora estan en pares, Martin puede borrar k pares completos mas. De
esta manera, entre los dos han borrado en total &+ (100 — 2k) + &k = 100 pares completos.
Los nimeros de estos pares suman 100 - 401, exactamente lo mismo que la suma de los
numeros no borrados, que también forman 100 pares completos. Luego Martin gana.

En el segundo caso Luis gana trivialmente. Por ejemplo Luis puede borrar los primeros
101 ntimeros 1, 2,..., 101. Luego, cualesquiera 99 ntmeros que borre Martin, la suma de
todos los nimeros borrados es a lo sumo

(I+2+---4101) 4+ (302 4+ 303 + - - - 4 400)
= (1+400) + (2+399) + --- + (99 + 302) 4 100 + 101
=99 -401 + 201 < 100 - 401,

y Luis gana.

4.3. Problemas del Segundo Nivel

Problema 1. Decimos que un niimero de cuatro cifras abed, que comienza en a y termina
en d, es intercambiable si existe un entero n > 1 tal que n x abed es un nimero de cuatro
cifras que comienza en d y termina en a. Por ejemplo, 1009 es intercambiable ya que
9 x 1009 = 9081. Hallar el mayor ntimero intercambiable.

Problema 2. ;Cuantas casillas se deben pintar como minimo en un tablero de 5 x 5 de
tal modo que en cada fila, en cada columna y en cada cuadrado de 2 x 2 haya al menos
una casilla pintada?

Problema 3. Decimos que un ntmero entero positivo es cua-divi si es divisible por la
suma de los cuadrados de sus digitos, y ademés ninguno de sus digitos es igual a cero.
a) Encontrar un nimero cua-divi tal que la suma de sus digitos sea 24.
b) Encontrar un nimero cua-divi tal que la suma de sus digitos sea 1001.

Problema 4. En un triangulo ABC, sean D y FE puntos de los lados BC' y AC,
respectivamente. Los segmentos AD y BE se cortan en O. Supongamos que la base
media del tridngulo, paralela a AB, divide al segmento DFE por la mitad. Demostrar que
el tridngulo ABO vy el cuadrilatero ODCE tienen areas iguales.
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Problema 5. Rosa y Sara juegan con un tridngulo ABC, rectangulo en B. Rosa co-
mienza marcando dos puntos interiores de la hipotenusa AC, luego Sara marca un punto
interior de la hipotenusa AC' distinto de los de Rosa. Luego, desde estos tres puntos se
trazan las perpendiculares a los lados AB y BC, forméndose la siguiente figura.

Sara gana si el area de la superficie sombreada es igual al area de la superficie no som-
breada; en otro caso gana Rosa. Determinar quién de las dos tiene estrategia ganadora.

4.4. Soluciones del Segundo Nivel

1. Sea abcd un numero intercambiable, donde n x abed es de la forma d * xa. Como
n > 2, entonces abed < 5000 y a < 4.

Sia =4 entoncesn =2y d=28009, pero en ninguno de estos casos nd termina en a.

Si a = 3 entonces n = 3 (ya que nd debe ser impar) y d = 9, pero no se cumple que
nd termine en a.

Si a = 2, entonces n puede ser 2, 3 6 4. Sin = 2 entonces d =4 6 5y sin = 3,
entonces d = 6, 7 u 8, pero en ninguno de estos casos se cumple que nd termine en a.
Luego, el dnico caso que queda es n =4 y d = 8, donde el mayor valor que puede tomar
n x abed es 8992 y por ende el mayor valor de abed es 8992/4 = 2248, que claramente
cumple con las condiciones.

2. Sea n la cantidad de casillas pintadas. Como en cada fila debe haber al menos una
casilla pintada, entonces n > 5. Supongamos que n = 5. En ese caso, en cada fila y en
cada columna debe haber exactamente una casilla pintada. Dividamos el tablero de la
siguiente manera:
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Z|Z

Tenemos 5 regiones marcadas con linea gruesa. Si alguna de esas regiones tuviera més
de 1 casilla pintada, habria en total mas de 5 casillas pintadas. Como hay 5 casillas
pintadas en total, concluimos que cada una de esas regiones tiene exactamente una casilla
pintada. En particular, las casillas M y N no pueden estar pintadas. Si consideramos
todas las simetrias y rotaciones de las casillas M y N, obtenemos que las siguientes
casillas, marcadas con una X, no deben estar pintadas:

X|B|X

PP | | P
PP Oy | <

Por lo cual las casillas A, B, C' y D deben estar necesariamente pintadas, lo cual es
una contradiccién, pues la fila central tendria dos o més casillas pintadas. Luego, n es al
menos 6. Un ejemplo para n = 6 es el siguiente:
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3. a) Vamos a buscar un namero cua-divi tal que la suma de los cuadrados de sus
digitos es igual a 32. Comencemos con un niamero de 24 digitos todos iguales a 1, al cual
le hacemos la siguiente operaciéon: cambiamos dos unos por un dos. Con cada operacién
se mantiene la suma pero la suma de los cuadrados de los digitos se incrementa en 2.
Como queremos que la suma de los cuadrados de los digitos aumente de 24 a 32, hacemos
la operacién 4 veces. Luego tendriamos el niimero

222211...11.
——

16 unos

Ahora vamos a reordenar los digitos de ese nimero para que sea divisible entre 32. Como
debe ser par, debe terminar en 2. Como es multiplo de 4 debe terminar en 12 (pues no
puede terminar en 22). Como es multiplo de 8 debe terminar en 112 (pues no puede
terminar en 212), y asi sucesivamente completamos los 5 ultimos digitos: 22112, con lo
que un posible nimero seria
211...1122112.
——

14 unos

Como 22112 es miiltiplo de 32, aseguramos que el ntimero anterior es cua-divi pues es
multiplo de 32.

b) Recordemos que un ntmero es divisible por 5™ si y solo si el ntimero formado por
sus ultimos n digitos es multiplo de 5. Vamos a buscar un niimero cua-divi tal que la
suma de los cuadrados de sus digitos sea 5° = 3125. Comenzamos fijando los tltimos
cinco digitos del ntimero; estos digitos deben formar un maltiplo de 5°. Intentamos con
56 = 15625 que cumple que ninguno de sus digitos es igual a cero. Ahora necesitamos
colocar algunos digitos adicionales tales que su suma sea 1001 —(14+5+6+2+5) =982 y
la suma de sus cuadrados sea 3125 — (12 + 52 + 62 + 22 + 52?) = 3034. Partimos del ntimero
11...11, al cual le aplicamos la operaciéon de cambiar cuatro unos por un cuatro; cada

982 unos
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operaciéon mantiene la suma de digitos pero la suma de los cuadrados aumenta en 12.
Como 3034 — 982 = 2052 es multiplo de 12, podemos hacer exactamente 2052/12 = 171
operaciones para que la suma de los cuadrados de los digitos sea 3034. Luego tendriamos
el niimero

444 ...44111...11 15625,

—_—

171 cuatros 298 unos

que cumple lo pedido.

4. Escribimos el area del tridngulo ABC como la suma de las areas de tres tridngulos y
un cuadrilatero:

[ABC] = [AEO] + [BDO] + [ABO] + [ODCE].
La igualdad [ABO] = [ODCE] es equivalente a

[ABC] = [AEO)] + [BDO) + 2[0DCE)] = [ACD] + [BCE]. (1)

c

Demostraremos (1). El punto medio M de DFE pertenece a la paralela media paralela al
lado AB. De modo que si prolongamos C'M mas allda de M hasta el punto X tal que
MX = CM, el punto X que se obtiene pertenece a AB. Por construccion, X DCE es un
paralelogramo, pues sus diagonales se bisecan mutuamente. Dado que DX || AC, tenemos
que [ACD] = [ACX] y analogamente [BCE] = [BCX]. Luego [ACD]+[BCE] = [ABC],
que era lo que queriamos demostrar.

5. Sia=4ZBAC y v = £ZBCA entonces el area del triangulito superior en la figura
siguiente es a cos a)(acosy)/2 = ka?/2, donde k = cos acosy. Andlogamente los demés
triangulos y rectangulos que aparecen en la figura tienen las areas alli indicadas.
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A
a
ka?/2
b
ab kb2/2
c
kac kbe ke?/2
kad kbd ked kd? /2
B C

Luego, si igualamos el drea no sombreada y el area sombreada y cancelamos la constante
k tenemos:

a2 b2 62 2

54_5+§+?+ac+bd:ab+ad+bc+cd,

que es equivalente a
a? + b2 + 2 + d? + 2ac + 2bd — 2ab — 2ad — 2bc — 2¢d = 0,

o bien a
(a—b+c—d)?=0.

Veamos que Sara siempre puede ganar colocando el tercer punto de tal modo que a+¢ =
b+d.

Caso 1) Rosa elige el punto medio M de AC' y otro punto N. Entonces a Sara le basta
elegir el punto simétrico de N respecto a M.

Caso 2) Rosa elige dos puntos M y N, diferentes del punto medio de AC. Supongamos
que A, M, N y C estan en ese orden. Si M y N estan en lados distintos respecto del
punto medio de AC, entonces Sara debe elegir el punto P en el segmento M N tal que
NP = 1AC — AM (P esta en el interior de M N ya que AN > 1AC). Si M y N estan
en el mismo lado respecto al punto medio de AC, supongamos que del mismo lado que
A, entonces Sara debe elegir el punto P en el segmento NC' tal que PC = %AC’ — MN
(P esté en el interior de NC ya que MC > 1 AC).



Capitulo 5

Olimpiada Matematica de
Centroameérica y el Caribe

LA XVIII Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe tuvo lugar en Kings-
ton, Jamaica, desde el 16 hasta el 23 de junio de 2016. Participaron trece paises:
Colombia, Costa Rica, Cuba, El Salvador, Guatemala, Honduras, Jamaica, México, Ni-
caragua, Panamé, Puerto Rico, Reptublica Dominicana y Venezuela.

Venezuela participdé con una delegacion integrada por los estudiantes José Alberto
Ortiz Seba, del colegio San José Maristas y Juan Diego Guevara Lugo, del colegio Bella
Vista, ambos de Maracay. Los dos obtuvieron mencion honorifica. El jefe de la delegacion
fue el profesor José Alberto Infante, de la Universidad Simén Bolivar.

5.1. Problemas

Primer Dia

Problema 1. Encuentre todos los enteros positivos n de 4 cifras tales que todos sus
digitos son cuadrados perfectos y n es multiplo de 2, 3, 5y 7.

Problema 2. Sea ABC' un tridngulo acutangulo, I' su circunferencia circunscrita y M
el punto medio del lado BC'. Sea N el punto del arco BC' de T" que no contiene a A, tal
que ZNAC = ZBAM. Sea R el punto medio de AM, S el punto medio de AN y T el
pie de la altura desde A al lado BC. Demuestre que los puntos R, Sy T son colineales.

Problema 3. El polinomio T'(z) = 23 — 21z + 35 = 0 tiene tres raices reales diferentes.
Halle reales a y b tales que el polinomio P(t) = t? +at +b permute ciclicamente las raices
de T, es decir que si u, v y w son las raices de T (en cierto orden) entonces P(u) = v,
Pw)=wy Pw) = u.
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Segundo Dia

Problema 4. En la pizarra esta escrito el miamero 3. Ana y Bernardo juegan alterna-
damente, comenzando por Ana, de la siguiente manera: si en la pizarra esta escrito el
namero n, el jugador que tenga el turno lo debe sustituir por cualquier entero m que sea
coprimo con n y tal que n < m < n?. El primer jugador que escriba un ntimero mayor o
igual que 2016 pierde. Determine qué jugador tiene una estrategia ganadora y describala.

Problema 5. Digamos que un nimero es irie si se puede expresar como 1 + %, para
algtin entero positivo k. Demuestre que cualquier entero n > 2 se puede expresar como
el producto de r ntimeros irie diferentes, para cualquier entero r > n — 1.

Problema 6. Sea ABC un tridngulo con incentro I y circuncirculo I'. Sean M y N los
puntos de interseccién de las rectas BI y CI con I'. La paralela a M N que pasa por [
interseca a AB en Py a AC en (). Demuestre que la circunferencia que pasa por B, N
y P tiene el mismo radio que la circunferencia que pasa por C, M y Q.

5.2. Soluciones

1. Sea n = abcd donde los digitos a, b, ¢, d son cuadrados perfectos, es decir que sélo
pueden valer 0, 1, 4 0 9 (y a no puede ser cero).
Como n se divide por 2 y 5, debe terminar en cero, es decir d = 0, y

n = 10%a + 10%b + 10c.
Como n se divide entre 3 debe ser
a+b+c=0 (mdd 3).
Como un cuadrado perfecto sélo puede ser congruente con 0 o 1 médulo 3, hay dos casos:

Caso l: a=b=c¢=0 (méd 3). En este caso hay 4 nimeros n posibles: 9990, 9900, 9090
and 9000. Pero ninguno es divisible entre 7.

Caso2: a=b=c=1 (méd 3). En este caso hay 8 nameros n posibles: 1110, 1140, 1410,
1440, 4110, 4140, 4410 and 4440. De éstos, s6lo 4410 es divisible entre 7.

En conclusién, n = 4410 es el inico namero que cumple las condiciones.

2. Como LATM es recto, R es el circuncentro del AATM y RT = RM. Por lo tanto
ZRTM = ZRMT. Es suficiente probar que TR || NM, pues en ese caso la interseccion
de TR y AN sera el punto medio de AN, es decir S.
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Sea D la segunda interseccion de AM con I'. Entonces
/NBC =/NAC = /BAM = /BAD = /BCD

y NC = BD. Restando ND resulta BN = Z/DE’, de donde BN = DC'. Entonces N y D
son simétricos respecto a la mediatriz de BC. En particular BC || ND, MN = MD y
LMND = /ZMDN. Por lo tanto

ZRTM = ZRMT = ZMDN = ZMND

y TR || NM, como queriamos probar.

3. Por Vieta se tiene

u+v+w=0,
uv + vw + uw = —21, (1)
uvw = —35.

Las condiciones P(u) = v, P(v) = w, P(w) = u equivalen a
u? +au+b=uv,
v +av+b=w, (2)
w? + aw + b = w.

Sumando estas tres ultimas se obtiene

u? + 02 +w? +alu+v+w) +3b=u+v+w,
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Pero comou+v+w=0y
u? + 0% +w? = (u+v+w)? = 2w+ vw + uw) =0 — 2(—21) = 42,
nos queda que 42+3b=0y b= —14.
Multiplicando ahora las tres ecuaciones (2) por u, v y w, respectivamente, resulta
u? + au® 4 bu = uv,
v® + av? 4 bv = vw, (3)
w3 + aw? + bw = uw,
y sumando miembro a miembro se obtiene
u + 03 +wd + a(u® 4+ 02 + w?) + b(u+ v+ w) = w4+ vw + uw,
es decir
u? + v+ wd + 420 = —21. (4)

Pero

ud —2lu+35 =0,
v? —21v + 35 =0, (5)
w3 — 21w + 35 =0,
y sumando miembro a miembro se obtiene u® + v3 + w3 — 21(u + v + w) + 105 = 0, es
decir u3 + v3 + w3 = —105. Sustituyendo en (4) resulta —105 + 42a = —21, de donde
42a = 84 y a = 2. En conclusién la tnica posibilidad para P es P(t) = t* + 2t — 14.
Ahora probaremos que P efectivamente permuta ciclicamente las raices de 7.
En primer lugar, veamos que si r es raiz de T entonces P(r) también lo es. En efecto,
si T(r) = 0 entonces
T(P(r)) = (r* + ru—14)> = 21(r* + ru — 14) + 35
=70 +6r° — 30r* — 160r® + 399r% + 1134r — 2415
= (r® — 217 + 35)(r® + 6r* — 9r — 69) = 0.
Ahora veamos que P no deja fija ninguna raiz de T, es decir que si T'(r) = 0 entonces
P(r) # r. Por absurdo, si P(r) = r entonces 1%+ 2r — 14 = r, o sea 72 +r — 14 = 0. Pero

3 —21r +35= (r* +r —14)(r — 1) — 6r + 21,

de donde —6r 421 =0y r = 7/2. Pero 7/2 no es raiz de T.

P tampoco intercambia dos raices de T, es decir que si T(u) = T(v) =0y u # v, no
puede ser que P(u) = v y P(v) = u. En efecto, nuevamente por absurdo si P(u) = vy
P(v) = u entonces, como

u? —21u+ 35 = (u? + 2u — 14)(u — 1) = 3u +7,
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resulta que v(u—1) —3u+7 = 0. Por simetria u(v — 1) —3v+7 = 0, y restando miembro
a miembro resulta 2v — 2u = 0, o sea u = v, contra lo supuesto.

Por lo tanto si u es una raiz de T entonces v = P(u) # u es otra raiz de T, w = P(v)
es otra raiz de T diferente de u y de v, y T(w) es una raiz de T diferente de w y de v,
por lo cual T'(w) = u y terminamos.

4. Digamos que un namero es ganador si el que lo escriba puede asegurarse la victoria,
y que es perdedor en caso contrario. Obviamente 2015 = 5- 13- 31 es ganador. El nimero
2005 = 5 - 401 también es ganador, pues a cualquier respuesta posible entre 2006 y 2014
(exceptuado el 2010) se puede replicar con 2015.

Veamos ahora que Ana tiene una estrategia ganadora. En su primer jugada debe
escribir 5. A partir de aqui puede continuar de varias maneras, escribiendo miltiplos
de 5 hasta llegar a 2005 o a 2015. Una forma de hacerlo es la siguiente: al 5 Bernardo
debe responder con un m; coprimo con 5 y tal que 5 < m; < 25. Entonces Ana escribe
25 = 52. Bernardo debe responder con un ms coprimo con 5 y tal que 25 < m; < 625.
Entonces Ana escribe 625 = 5%. Bernardo debe responder con un ms coprimo con 5 y
tal que 625 < m3 < 5%. Si m3 > 2016, Ana gana. Obviamente ms no puede ser 2015.
Si 2005 < ms3 < 2015, Ana responde 2015 que es ganador. Si ms3 es 802 = 2 - 401,
1203 = 3 - 401 o0 1604 = 4 - 401, Ana responde 2015 que es ganador. Si 625 < mg < 2005
y mg es coprimo con 5 y 401, Ana responde 2005 = 5 - 401 que es ganador.

5. Pongamos a =1+ % En primer lugar observemos que

2:3---(n—1)n
1-2---(n—=2)(n—1)

a1ag - Qp-1 = =n,

es decir que n se puede expresar como producto de n — 1 numeros irie diferentes.

Ahora notemos que

_k+1 242 2k+12k+2
Tk 2k 2k 2k+1

ag = G2k A2k+1-

Esto permite completar la solucién por induccién. En efecto, si 0 < i3 < i < -+ <,y
n = a;, a;, - - a;,, entonces también n = a;, a;, - - - @i, _, 02, 02 +1-
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6. Puesto que PQ || MN, se tiene que ZCIQ = ZCNM. Ademés, por ser ZAQP
exterior al tridngulo C1Q), se tiene que LZAQP = ZCI1Q + ZQCI. Por ello,
/B /C

ZAQP = £01Q + £QCI = ZONM + LACI = ZMBC + ZACI = =~ + .

Similarmente, ZAPQ = % + %, por lo que AP = AQ. Por ser P() paralela a M N, se
sigue que ZNMB = ZPIB. Puesto que el cuadrilatero M N BC es ciclico, se tiene que
LNMB = ZNCB. Sea K la segunda interseccion de NP con I'. Por construccion, el
cuadrilatero NBKC es ciclico, asi que ZBKN = ZBCN. Por las igualdades anteriores
de angulos se tiene que

/PKB=/NKB=/NCB = % =/ZNMB = /PIB,

lo cual demuestra que el cuadrilatero PIK B es ciclico. Asi, /PKI = /PBI = %. Por

ello, /BKI = /BKP + /PKI = % + %. Ademas, por ser ABKC un cuadrilatero
ciclico, se tiene que /BKC = 180° — ZBAC = 180° — LA = /B + ZC. Finalmente,
observemos que

LB+ ZC
2

= /ZAQP = 180° — ZIQC,

LZIKC =/BKC - /BKI=/B+ /ZC —

_/B+/C
==

por lo que IKCQ es ciclico. Por ello,
LCKQ =/£CIQ =£ZCNM = LCKM,
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probando que K, @, M, son colineales. En otras palabras, NP y M@ se intersecan en
un punto K sobre I'.
Sea R el radio de I'. Por la Ley de Senos,

% _ sen /BAK
KC  sen/CAK’

Observemos que, por ser N el punto medio del arco AB de T, se tiene que K N es bisectriz

de Z/BK A. Por el teorema dg}la bisectriz, % = %. Similarmente, g—g = %. Puesto

que AP = AQ), se tiene que 55 = g—g Sean R; el radio del circuncirculo de BNP y Ry
el radio del circuncirculo de CM@. Por la Ley de Senos,

BP cQ

s IRy — T
Rl sen /BNP R sen ZCMQ’

por lo cual,

Ry @SQDZCMQ _ BK sen Z/CMK _ BK sen ZCAK _ BK CK B

Nt ke e
R CQ sen ZBNP CK sen/BNK CKsen/BAK (CK BK

Esto prueba que R; = Ry, como queriamos.



Capitulo 6

Olimpiada Iberoamericana de
Matematica

A XXXI Olimpiada Iberoamericana de Matematica tuvo lugar en Antofagasta, Chile,
del 23 de septiembre al 1 de octubre de 2016. En la misma participaron 22 paises:
Argentina, Bolivia, Brasil, Chile, Colombia, Costa Rica, Cuba, Ecuador, El Salvador,
Espana, Guatemala, Honduras, México, Nicaragua, Panama, Paraguay, Pert, Portugal,
Puerto Rico, Republica Dominicana, Uruguay y Venezuela. Venezuela participd con una
delegacion integrada por los estudiantes Wemp Pacheco, del colegio Calicantina de Ma-
racay, Ivan Rodriguez, del colegio Santiago Leén de Caracas y Laura Queipo, del colegio
San Vicente de Patl de Maracaibo. Wemp Pacheco obtuvo medalla de plata e Ivan Ro-
driguez obtuvo medalla de bronce. La delegacion fue liderada por el profesor José Alberto
Infante de la Universidad Simoén Bolivar. La tutora fue Estefania Ordaz, licenciada en
Matematicas de la Universidad Simén Bolivar.

6.1. Problemas

Primer Dia

Problema 1. Determine todos los nimeros primos positivos p, g, r y k tales que
pq+qr+rp =12k + 1.

Problema 2. Encuentre todas las soluciones reales positivas del sistema de ecuaciones:

1 1 1
T =7, = 5, - 1 A== 1
y+y—1 L p— 2?+ax—1

Problema 3. Sea ABC un triangulo acutangulo cuya circunferencia circunscrita es T
Las tangentes a I por B y C se cortan en P. Sobre el arco AC que no contiene a B se
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toma un punto M, distinto de A y de C, tal que la recta AM corta a la recta BC en K.
Sean R el punto simétrico de P con respecto a la recta AM y @ el punto de interseccién
de las rectas RA y PM. Sean J el punto medio de BC' y L el punto donde la recta
paralela por A a la recta PR corta a la recta PJ. Demuestre que los puntos L, J, A, @
y K estan sobre una misma circunferencia.

Segundo Dia

Problema 4. Determine la mayor cantidad de alfiles que se pueden colocar en un
tablero de ajedrez de 8 x 8, tal que no haya dos alfiles en la misma casilla y cada alfil sea
amenazado como méaximo por uno de los otros alfiles.

Nota: Un alfil amenaza a otro si ambos se encuentran en dos casillas distintas de una
misma diagonal. El tablero tiene por diagonales las 2 diagonales principales y las paralelas
a ellas.

Problema 5. Las circunferencias Coo y C€ se cortan en dos puntos distintos A y K.
La tangente comin a Coo y C€ mas cercana a K toca a Coo en By a C€ en C. Sean
P el pie de la perpendicular desde B sobre AC, y @ el pie de la perpendicular desde C
sobre AB. Si E' y F son los puntos simétricos de K respecto de las rectas PQ y BC,
respectivamente, pruebe que los puntos A, E' y F son colineales.

Problema 6. Sean k un entero positivo y aq, as,..., ai digitos. Pruebe que existe un
entero positivo n tal que los ultimos 2k digitos de 2n son, en este orden, ai, as,. .., G,
b1, ba,. .., by para ciertos digitos by, bs,. .., bg.

6.2. Soluciones

1. Sip, gy r son los tres impares, entonces (p + ¢)(p + ) es multiplo de 4. Pero
(p+q)(p+7r)=p?>+12k+1 =2 (méd 4), contradiccién. Supongamos (sin pérdida de
generalidad) que p = 2. Entonces (¢+2)(r+2) = 12k+5 =2 (mdéd 3), luego ¢+2 0 r+2
deben ser congruentes con 1 y 2 médulo 3 (en algin orden). Supongamos sin pérdida de
generalidad que ¢+ 2 =2 (mdéd 3). Entonces ¢ =0 (mdd 3) y ¢ = 3. Ahora se tiene que
2-34+3r+2r =12k + 1, es decir 5+ 5r = 12k, de donde 5 | k y k = 5, y finalmente
54+ 5r =12-5 =60, de donde » = 11. Como p, q y r se pueden permutar, las soluciones
(p7 q7 r? k) son (27 37 117 5)7 (27 117 37 5)7 (37 27 117 5)7 (37 ]']'7 27 5)’ (117 27 37 5) y (117 37
2, 5).

2. Supongamos que y = 1. Entonces de la primera ecuaciéon resulta z = 1, y de la
tercera z = 1. Es claro que (x,y,2) = (1,1,1) es solucion del sistema. Probaremos que es
la Ginica. Supongamos que exista una solucién con y > 1. Entonces 42 +y —1 > 1y de
la primera ecuacion resulta z < 1. Entonces 22 + 2 —1 <1y como 2> +z —1=1 >0,
de la tercera ecuacién resulta z > 1. Pero entonces de la segunda resulta y < 1, absurdo.
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Analogamente si y < 1 entonces y? +y — 1 < 1 y de la primera ecuacion resulta z > 1.
Ahora 22 + 2z — 1 > 1 y de la tercera resulta z < 1. Pero entonces de la segunda resulta
y > 1, absurdo.

3. Como el tridngulo BPC es is6sceles en P, si J es el punto medio del lado BC entonces
la recta PJ es mediatriz de BC, y ademas la recta AK es mediatriz de PR, por lo tanto
es perpendicular a AL. Luego el cuadrilatero LJAK es ciclicoy ZLAK = ZLJK = 90°.

Lema 1. Sean A’ y M’ los segundos puntos de interseccion de las rectas PAy PM con T,
respectivamente. Entonces los puntos A’, M’ y K son colineales. Ademas, el cuadrilatero
QAM'K es ciclico.

Demostracion: Sea K’ la interseccién de A’M’ con AM y sea N la interseccion de AM’
con M M’. Por el teorema de Brocard la recta NK' es la polar de P con respecto a I
Ya que las rectas PB y PC son tangentes a I, la recta BC' es la polar de P con respecto
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a I, por tanto las rectas BC'y NK' deben ser las mismas, pero K es la intersecciéon de
AM con BC, por tanto K = K.
Ya que la recta AK es la bisectriz interior del ZQAA’, se tiene que

LQAK = /KAA = /ZMAA = /MM'K = ZQM'K.

Luego el cuadrilatero QAM’K es ciclico y el resultado sigue.
Lema, 2. El cuadrilatero AJM’'K es ciclico.

Demostracion: Consideremos el cuadrilatero ciclico A’AMM’. Por definicién del punto
N y como también sabemos que yace sobre la recta BC podemos decir, por el teorema
de Brocard, que la recta PN es la polar de K con respecto a I' y por ende la cuaterna
de puntos (B,C, N, K) es armonica. Como J es punto medio de BC' se obtiene que

JB*=JC?*=JN - JK.
Por potencia de N en el cuadrilatero BAC M’
AN -NM' = BN - NC.
Pero
BN -NC=JC?-JN?=JN-JK — JN?=JN - NK.

Por tanto AN -NM’' = JN - NK y concluimos que el cuadrilatero AJM’'K es ciclico. Ya
que los cuadrilateros AJM'K, QAM'K y LJAK son ciclicos, se concluye que los puntos
L, J, A, Q, Ky M son conciclicos.

4. Analicemos solo los alfiles de las casillas negras. Si un alfil ataca a otro alfil, entonces
ningin otro alfil puede atacar a uno de estos alfiles. De este modo los alfiles se pueden
agrupar en parejas y posiblemente algunos alfiles aislados (que no atacan ni son atacados
por ningun otro alfil). Digamos que una pareja de alfiles es del tipo 1 si estd en una
diagonal de pendiente 1 y del tipo 2 si estd en una diagonal de pendiente —1.
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Sea a el numero de parejas del tipo 1, b el nimero de parejas del tipo 2 y ¢ la cantidad
de alfiles aislados. Las casillas negras determinan siete diagonales de pendiente 1 y ocho
diagonales de pendiente —1. Cada pareja del tipo 1 cubre dos diagonales de pendiente —1
y una diagonal de pendiente 1, y cada pareja del tipo 2 cubre dos diagonales de pendiente
1 y una diagonal de pendiente —1. Luego, 2a +b+c < 8y a+ 2b+ ¢ < 7, de donde
3a+3b+2¢ <15y 3(2a+ 2b+ ¢) < 6a+ 6b+ 4c < 30. Por lo tanto 2a + 2b + ¢ < 10, es
decir, la cantidad de alfiles en las casillas negras es a lo mas 10.

Analogamente, la cantidad de alfiles en las casillas blancas es a lo mas 10. Asi la
cantidad de alfiles en el tablero es a lo mas 20. Un ejemplo con 10 alfiles en las casillas
negras es el siguiente:

A

Al A A

Si adicionamos los alfiles en las casillas blancas simétricas obtenemos un ejemplo con 20
alfiles. Por lo tanto la mayor cantidad de alfiles es 20.

5. Sea w la circunferencia que pasa por A, By C, y sea X la intersecciéon de AK con w.
Primero observemos que, por ser BC' tangente a Co, se tiene que Z/OBK = /BAK, en
virtud del Teorema del 4ngulo semi-inscrito. Por otra parte, por ser ciclico el cuadrilatero
ABXC, se tiene que /X AB = /XCB. Por tanto,

/XCB=/XAB=/KAB=/KBC,

por lo que KB y XC son paralelas. Similarmente, KC' y X B son también paralelas, por
lo que KC'X B es un paralelogramo y sus diagonales K X y BC se intersecan en su punto
medio, al que llamaremos M.

Observemos que F' pertenece a w. En efecto, por ser F' la reflexion de K respecto de
BC, se tiene que ZBFC = ZBKC. Puesto que KBXC' es un paralelogramo, se tiene
también que /BKC = ZBXC. Por tanto, /BFC = Z/BXC, por lo que BFXC es un
cuadrilatero ciclico, y F' pertenece a w.
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F X

Sea L la interseccién de KF con BC. Por ser F' la reflexiéon de K respecto de BC, se
sigue que L es punto medio de K F'. Puesto que M es punto medio de KX, se tiene que
FX || LM, es decir, FX || BC. Esto implica que los arcos BF y CX de w son iguales,
asi que ZXAC = /FAB. Por otra parte, por hipotesis, los éngulos /BPC y ZCQB son
ambos rectos, por lo que el cuadrilatero PQBC es ciclico, y su circuncentro es el punto
medio M de BC.

Observemos que, por ser los tridngulos M BP, M PQ, MQC iso6sceles, se tiene

/PQM = 90° — %APMQ =90° — %(180" — ZQMB — /PMC)

= %(AQMB + /PMC) = %(180" —2/QBM +180° — 2/PCM)
=180° — ZQBM — /PCM = 180° — ZABC — ZACB
= /BAC = /PAQ,

por lo que M Py M@ son tangentes al circuncirculo de APQ, en virtud del Teorema del
angulo semi-inscrito.
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Observemos que K pertenece al circuncirculo de APQ. En efecto, por ser C, tangente
a BC, tenemos que la potencia de M respecto a Cs puede calcularse como MB? =
MK -MA. Por ser MB = MP, se tiene que MP? = MK - MA, y por ser MP tangente
al circuncirculo de APQ), se sigue que M K - M A es la potencia de M al circuncirculo de
APQ. Por ello, K pertenece a dicho circuncirculo, es decir, APK(Q es un cuadrilatero
ciclico. Ademéas, ZAQP = LACBy/ZAPQ = ZABC, por lo que los triAngulos ABC'y
APQ son semejantes.

Por otro lado, sea NN la interseccion de PQ con AF. Probaremos que N es el punto
medio de PQ. Puesto que ZNAQ = L/FAB = /X AC = ZM AC, se sigue que los puntos
N y M son homoélogos en la semejanza de los tridangulos APQ y ABC. Por ser M el
punto medio de BC, también se tiene que N es punto medio de P(Q. Puesto que el
cuadrilatero APK(Q es ciclico, tenemos que K es el punto del circuncirculo de APQ tal
que ZKAP = /N AQ. Puesto que, en la semejanza de los tridangulos APQ y ABC los
puntos N y M son homologos, lo anterior implica que K y F son también homologos.
Por ser F la reflexion de K respecto PQ, y por ser K la reflexion de F respecto BC, se
sigue que los puntos E' y K son homologos también. En particular, ZKAC = ZFAQ, es
decir,

/EAB =/FAQ = /KAC = /XAC = /FAB,

lo cual implica que los puntos A, FE, F son colineales, como queriamos.

6. Sea A = ajay...ax. Por el algoritmo de la division A-10% = ¢-4F +7 con 0 < r < 4%,
Como 4% < 10%, 4% —r tiene a lo sumo k digitos y se puede escribir como bybs . .. by, (donde
se admiten ceros a la izquierda). Entonces ajas...apbibs...by = q-4F +r 448 —r =
(g + 1)4F es maltiplo de 4% y 2" = ajay ... agbiby ... by (m6d 4F) para n > 2k. Ademas
como 2 -4F = 8. 4k=1 < 10*, también 2 - 4% — r se puede escribir como bjb, ... b}, y
aras...apbiby.. b, = q-4F +r +2-4% —r = (¢ + 2)4F es miiltiplo de 4F y 2" =
aras . ..apbiby ... b, (méd 4%) para n > 2k.

Ahora bien, alguno de los nimeros ajas...agbibs ... by y araz ... arbibh ... b), no es
miltiplo de 5 (pues su diferencia es (2 - 4% — r) — (4* —r) = 4% que no es miltiplo de
5). Pero 2 es raiz primitiva médulo potencias de 5, asi que para alguno de ellos, digamos
aiay ...apbiby ... by, existe un n > 2k tal que 2" = ajasy...agbibs...b, (M6d 52F).
Luego 2" = aias ... akblbg . bk (méd 102k) y listo.
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Olimpiada Internacional de
Matematica

ESTA seccion estd dedicada a la 57 Olimpiada Internacional de Matematicas (IMO)
celebrada en Hong Kong, China, del 6 al 16 de julio con la participacién de 560
jovenes provenientes de 101 paises de los cinco continentes. La delegacién venezolana
estuvo integrada por tres estudiantes, Wemp Pacheco del colegio Calicantina de Maracay,
Ivan Rodriguez del colegio Santiago de Leén de Caracas y Amanda Vanegas del colegio
San Francisco de Asis, de Maracaibo. Wemp Pacheco gané una medalla de bronce e Ivan
Rodriguez mencién honorifica. El tutor de la delegacion fue el Prof. José Heber Nieto,
de La Universidad del Zulia y el jefe de la delegacion el Prof. Rafael Sdnchez Lamoneda,
de la Universidad Central de Venezuela.

7.1. Problemas

Primer Dia

Problema 1. El tridngulo BC'F' es rectangulo en B. Sea A el punto de la recta C'F
tal que FA = FBy F esta entre Ay C. Se elige el punto D de modo que DA = DC'y
AC es bisectriz del dngulo ZDAB. Se elige el punto E de modo que FA = ED y AD
es bisectriz del angulo ZEAC. Sea M el punto medio de C'F. Sea X el punto tal que
AMXE es un paralelogramo (con AM || EX y AE || MX). Demostrar que las rectas
BD, FX,y MFE son concurrentes.

Problema 2. Hallar todos los enteros positivos n para los que en cada casilla de un
tablero n x n se puede escribir una de las letras I, M y O de manera que:
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= en cada fila y en cada columna, un tercio de las casillas tiene I, un tercio tiene M
y un tercio tiene O;y

= en cualquier linea diagonal compuesta por un ntumero de casillas divisible por 3,
exactamente un tercio de las casillas tienen I, un tercio tiene M y un tercio tiene

0.

Nota: Las filas y las columnas del tablero n x n se numeran desde 1 hasta n , en su orden
natural. Asi, cada casilla corresponde a un par de enteros positivos (¢,7) con 1 < i,j < n.
Para n > 1, el tablero tiene 4n — 2 lineas diagonales de dos tipos. Una linea diagonal del
primer tipo se compone de todas las casillas (4, j) para las que i + j es una constante,
mientras que una linea diagonal del segundo tipo se compone de todas las casillas (i, j)
para las que ¢ — j es una constante.

Problema 3. Sea P = A; A, ... Ax un poligono convexo en el plano. Los vértices Aj,
As,. .., Ag tienen coordenadas enteras y se encuentran sobre una circunferencia. Sea .S el
area de P. Sea n un entero positivo impar tal que los cuadrados de las longitudes de los
lados de P son todos ntmeros enteros divisibles por n. Demostrar que 2S5 es un entero
divisible por n.

Segundo Dia

Problema 4. Un conjunto de nimeros enteros positivos se llama fragante si contiene
al menos dos elementos, y cada uno de sus elementos tiene algiun factor primo en comin
con al menos uno de los elementos restantes. Sea P(n) = n?+n+ 1. Determinar el menor
nimero entero positivo b para el cual existe algin niimero entero no negativo a tal que
el conjunto

{P(a+1),P(a+2),...,Pla+b)}

es fragante.

Problema 5. En la pizarra esta escrita la ecuacion
(x—=1)(z—2)--(z—2016) = (x — 1)(z — 2) - - - (x — 2016)

que tiene 2016 factores lineales en cada lado. Determinar el menor valor posible de k para
el cual pueden borrarse exactamente k£ de estos 4032 factores lineales, de modo que al
menos quede un factor en cada lado y la ecuacién que resulte no tenga soluciones reales.

Problema 6. Se tienen n > 2 segmentos en el plano tales que cada par de segmentos se
intersecan en un punto interior a ambos, y no hay tres segmentos que tengan un punto
en comun. Mafalda debe elegir uno de los extremos de cada segmento y colocar sobre
¢l una rana mirando hacia el otro extremo. Luego silbard n — 1 veces. En cada silbido,
cada rana saltara inmediatamente hacia adelante hasta el siguiente punto de interseccién
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sobre su segmento. Las ranas nunca cambian las direcciones de sus saltos. Mafalda quiere
colocar las ranas de tal forma que nunca dos de ellas ocupen al mismo tiempo el mismo
punto de interseccion.

(a) Demostrar que si n es impar, Mafalda siempre puede lograr su objetivo.

(b) Demostrar que si n es par, Mafalda nunca lograra su objetivo.
7.2. Soluciones

1. Denotemos el dngulo ZDAC por 6, entonces
/FAB = /FBA = /DAC = Z/DCA =/ZEAD = /EDA =9.

Como LFAB = /FBA = /DAC = Z/DCA = LEAD = ZEDA = 0, entonces los
triangulos ABF' y ACD son congruentes, por tanto,

AB _ AF
AC ~— AD’

y en consecuencia los tridngulos ABC'y AF D son semejantes. Como KA = E D, entonces
ZEAD = 180° — 20 y por tanto,

LAFD = ZABC =90° 4+ 6 = 180° — %ZAED.
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En consecuencia, F' estd en la circunferencia con centro en F y radio FA. En par-
ticular, FF' = FA = ED. Como /EFA = /EAF = 20 = /BFC, los puntos B, F'y
E son colineales. Como /EDA = Z/MAD, tenemos que ED es paralela a AM y por
tanto, F/, D y X son colineales. Como M es el punto medio de CF y ZCBF = 90°,
entonces C'F' es un didmetro de la circunferencia circunscrita al tridngulo CBF y M es
su circuncentro, por tanto, M F = M B. Ahora bien, en los tridngulos isosceles EF A y
MFB, tenemos /ZEFA = ZMFB y AF = BF. Por tanto, ellos son congruentes. En
consecuencia BM = AE = XM y BE = BF + FE = AF + FM = AM = EX. Esto
nos permite concluir que los tridngulos EM B y EM X son congruentes. Por otra parte
Festaen EB, Destaen EX y EF = ED, por tanto las rectas BD y X F' son simétricas
con respecto a la recta FM y podemos concluir que BD, EM y F X son concurrentes.

2. n puede ser cualquier multiplo de 9.
En efecto, primero demostremos que hay una tabla que cumple con las condiciones
pedidas cuando n es multiplo de 9. Para ello consideremos la siguiente tabla.

O ~Q=E~0xK

1
M
0]

I
M
0]

1
M

OQE~QOE~Q0OR~
QE~Q0E~0E~
~Q0E~QOE~O0ORE
~Q0E~Q0Z~0K
S~0EZ~0E~0
E~0K~0xX~0
S~Q0E~0X~0O

0 1

Claramente esta tabla satisface las condiciones requeridas. Cuando n = 9m, con m un
entero positivo, formaremos una table n X n usando mx copias d ela tabla (1). Como
existen tres I, tres M y tres O, para cualesquiera nueve entradas consecutivas, entonces
para cada tabla n x n, en cada fila y en cada columna habra el mismo namero de cada
letra. Ademas, toda diagonal de la tabla de tamano n cuyo nimero de entradas sea
multiplo de 3, intersecta a cada copia de (1) en una diagonal cuyo ntimero de entradas es
divisible entre 3, este nimero podria ser también cero. Por tanto, todas estas diagonales
de la tabla grande también contienen la misma cantidad de I, de M y de O.

Consideremos ahora cualquier tabla de tamano n que cumpla con las condiciones
pedidas. Como el nimero de entradas de cada fila debe ser un multiplo de 3, tenemos
que n = 3m, donde m es un namero entero positivo. Dividamos toda la tabla n x n en
m X m copias de bloques 3 x 3. Llamemos a cada entrada en el centro de cada uno de
estos cuadrados 3 x 3 una entrada principal. También designemos por linea principal, a
cada fila, columna o diagonal que contenga al menos una entrada principal. Calculemos
el numero de pares (,¢), donde ! es una linea principal y ¢ es una entrada en la linea !
que contiene una letra M. Denotemos este nimero por N.

Por una parte, como cada linea principal contiene el mismo namero de I, que M y
que de O, entonces, cada fila y cada columna principal contiene a la letra M, m veces,
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como hay m filas principales y m columnas principales, tendremos 2m? pares (I,c) . Para
las diagonales principales en cualquiera de las direcciones, la cantidad de veces que se
repetird la letra es M es igual a

1424+ m=1)+m+(m-1)+-+2+1=m?

y tendremos de nuevo 2m? pares (I,c). Por tanto tendremos que N = 4m?.

Por otra parte, en la tabla completa, la cantidad de veces que se repite la letra M
es igual a 3m?2. Obsérvese que cada entrada de la tabla pertenece exactamente a 1 o a 4
lineas principales. Por tanto, N = 3m? mdéd 3. En consecuencia, por el doble conteo que
hemos hecho, debemos tener que 4m? = 3m? méd 3, por lo que 3 divide a m? y entonces
m tiene que ser multiplo de 3. Por tanto n = 3m = 9k, para algin entero positivo k.

3. Sea P = A1Ay... A y sea Apy; = A; para i > 1. Por la formula de Gauss para el
area de un poligono convexo del cual conocemos las coordenadas de sus vértices, como
estas son numeros enteros, su area es la mitad de un nimero entero. Por tanto 25 es un
entero. Demostraremos por induccién sobre k& > 3 que 25 es divisible por n. Como n es
impar, serd suficiente considerar el caso en el cual n = p' donde p es un primo mayor que
2yt>1.

Supongamos que k = 3, sean \/na, Vnby v/ne las longitudes de los lados de P, con
a,b y ¢ numeros enteros. Por la formula de Heron,

1652 = n?(2ab + 2bc + 2ca — a® — b* — 2.

Por tanto 252 es divisible entre n? y como n es impar, entonces 25 es divisible entre n.

Supongamos ahora que k > 4. Si el cuadrado de la longitud de una de las diagonales
de P es divisible entre n, entonces esta diagonal divide a P en dos poligonos més pequenos
y por induccién terminamos la demostraciéon. Por tanto, supongamos que ninguna de las
longitudes de las diagonales elevada al cuadrado, es divisible entre n. Denotemos por
vp(r) el exponente de p en la descomposiciéon prima de r.

Demostremos que v,(A142,) > v,(A142% ) para 2 < m < k — 1. En efecto. Si
m = 2, entonces como n = p' y n no divide al cuadrado de la longitud de ninguna
diagonal, entonces v,(A1A3) >t > v,(A1A3). Supongamos que v, (A1 A3) > v, (A1 A43%) >
. .vp(A1A2) con 3 < m < k — 1. Por hipétesis de induccién y aplicando el teorema de
Tolomeo al cuadrilatero ciclico Ay Ay,—1AmAm41 tenemos que

AlAm+1 X Am—14m + A1Apm—1 X AmAerl = A1Ap X Aerla
lo cual se puede reescribir como

A1A72n+1 X AmflA?n = A1A721171 X AmAEnJrl + A1A72n X Am71A$n+1
— 2A1Am_1 X AmAm+1 X AlAm X Am—lAm+1- (1)
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Como los cuadrados de los lados del poligono P son divisibles por p, entonces
241 Am-1 X A A1 X A1 A X Ap—1 A1 es un entero. Consideremos el exponente
de p en cada término de la ecuacion (1). Por la hipotesis de induccién tenemos que,
vp(A1A2,_1) > 1,(A1AZ). También tenemos v,(A1A2, 1) >t > vp(Am—142,,). Por
tanto
(AL, X A2, 1) > vy AL AZ, x A1 A2, ). @)

Pero esta desigualdad implica que, v,(A1A% | x A, A2 | x AjA2 x A, A2 L) =
vp(A1 A7, 1 X A AZ 1) + vp(A1 AR, X A1 AT 1) > 20y (A1 AT, X A1 A7),

VP(QAlAm,1 X AmAm+1 x A1 A, X AmflAerl) > Vp(AlAEn X Am,1A72n+1). (3)
Entonces por (1), (2) y (3) podemos concluir que
Vp(AlAfnJ,-l X Am—lAfn) = Vp(AlAgn X Am_lAm + 12)

Como vy (Apm—1A2) >t > vp(Apm—1A2, 1), tenemos que v, (A1 A2, ) < vp(A1A2,) y por
induccion vy (A1A2) > v, (A1 A2, ) para2 <m <k — 1.
En consecuencia se satisface la siguiente cadena de desigualdades

t> Vp(AlAg) > Vp(AlAi) . Vp(A1Ai) >t.

Pero esto es una contradicciéon y en consecuencia hemos demostrado por induccién que
n divide a 25.

4. En lo que sigue denotaremos el méximo comun divisor de dos ntimeros enteros m y
n por (m,n). Tenemos las siguientes observaciones:

(i) Para todo n, P(n) =n?+n+ 1 es impar.
(ii) Para todo n P(n) y P(n+ 1) son primos relativos, es decir,
(P(n),P(n+1)=1.
En efecto,
(P(n),P(n+1)=n*+n+1,n>+3n+3) = (n?+n+1,2n+2).

Como n?+n-+1 es impar para todo n, entonces (n>+n+1,2n+2) = (n®+n+1,n+1),
pero (n> +n+1,n+1)=(1,n+1) =1y por tanto, (P(n), P(n+1)) = 1.

(i) (P(n),P(n+2)) =1 paratodon #2( méd 7)y (P(n), P(n+2)) =7 paran = 2(
méd 7). En efecto, como (2n + 7)P(n) — (2n — 1)P(n 4+ 2) = 14 y como P(n) es
impar para todo n, entonces (P(n), P(n+2)) debe ser un divisor de 7. Ahora basta
con verificar lo afirmado para n =0,1,...6( méd 7).
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(iv) (P(n),P(n+3)) =1 para todo n # 1( mdéd 3) y 3 divide a (P(n), P(n + 3)) para
n = 1( méd 3). En efecto, como (n+5)P(n)— (n—1)P(n+3) = 18 y por ser P(n)
impar, deducimos que (P(n), P(n + 3)) es un divisor de 9. Al igual que en el caso
anterior basta con verificar los casos n = 0,1,2( méd 3) directamente.

Supongamos ahora que existe un conjunto fragante con menos de 6 elementos. Po-
demos suponer que contiene exactamente 5 elementos P(a), P(a +1),..., P(a+4) pues
el argumento dado a continuaciéon también sirve con menos elementos. Consideremos
P(a+2), de (ii), él es primo relativo con P(a+1) y P(a+ 3). Asumamos sin pérdida de
generalidad que (P(a), P(a+2)) > 1. Entonces por (iii), tendremos que a = 2( méd 7).
Pero entonces a + 1 = 3( mdéd 7) y de nuevo por (iii), (P(a + 1), P(a+ 3)) = 1. Por
la definicion de conjunto fragante, para que {P(a), P(a + 1),...,P(a+ 4)} lo sea, debe
ocurrir que (P(a), P(a+3)) > 1y (P(a+1), P(a+4)) > 1. Por (iv) esto ocurre solamente
cuando a y a + 1 son congruentes a 1 mdd 3, lo cual es una contradiccién.

Ahora para finalizar construiremos un conjunto fragante con 6 elementos. Por el
Teorema Chino del Resto, podemos encontrar un entero positivo a tal que

a=7 méd19, a4+1=2 méd7, a+2=1 mdd 3.

Por ejemplo, tomamos a = 197. De (iii), tanto P(a+ 1) como P(a+ 3) son divisibles por
7. Por (iv) P(a+2) y P(a+ 5) son divisibles por 3. Solo queda comprobar que P(a) y
P(a + 4) son divisibles por 19, pero esto se deduce porque 19 divide a P(7) = 57 y 19
divide a P(11) = 133. Por tanto, el conjunto {P(a), P(a + 1),...,P(a+5)} es fragante
y la menor cantidad posible de elementos para un conjunto fragante es 6.

5. Como hay 2016 factores lineales comunes en ambos miembros de la ecuacion, nece-
sitaremos borrar al menos 2016 factores. Demostraremos que la ecuacién resultante no
tendra raices reales si del lado izquierdo borramos todos los factores de la forma (x — k),
con k =2,3 mdd 4, y del lado derecho borramos todos los factores de la forma (z —m),
con m = 0,1 mdd 4. Por tanto, sera suficiente demostrar que ningin nimero real x
satisface la ecuacion

503 503
[[e-4-D@-4j-4)=][@=-4-2)(=—4j-3). (7.1)
j=0 j=0

Caso 1. Veamos primero que para z enteroy z = 1,2,...2016, no hay solucién.

En este caso el miembro izquierdo es igual a cero, mientras que el miembro derecho
es distinto de cero. Por tanto = no puede satisfacer la ecuacion (1).

Caso 2. Supongamos que x es un nimeroreal y 4dk+1 <z <4k+204k+3 <z <4k+4
para algin £ = 0,1,2...,503 y veamos que tampoco es posible para = con estas
condiciones ser solucion de la ecuacién (1). Para j = 0,1,2,...,503 con j # k, el
producto (x —4j — 1)(x — 45 — 4) siempre es positivo, pero para j = k, el producto
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Caso 3.

Caso 4.

(x — 4k — 1)(z — 4k — 4) es negativo. Por tanto el lado izquierdo de (1) es negativo.
Por otra parte el producto (x —4j —2)(x —4j — 3) en el miembro derecho es positivo
y entonces el lado derecho de la ecuacion (1) es positivo y esto es una contradiccion.

Supongamos = es un nimero real y que z < 1 0 z > 2016 0 4k < x < 4k + 1, para
algn £ =0,1,...,503. La ecuacién (1) puede reescribirse como

503

B (r—4j —1)(x —4j—4) B 2
_jl;[o(x—élj—Z)(x—llj—?)) _jl:[o(l (x4j2)(z4j3)>'

Entonces por la suposicién sobre x, tenemos que para 0 < j < 503, el producto
(r —4j —2)(x — 45 — 3) > 2. Esto implica que cada factor del producto esta entre 0
y 1, y por tanto, el producto es menor que 1, lo cual es de nuevo una contradiccion.

Supongamos finalmente que z es un nimero real y que 4k + 2 < x < 4k + 3 para
algin £ =0,1,...,503. Reescribamos la ecuacion (1) como
1 = z=1  z=2016 77503 _(z—4j)(z—=4j—1)

z—2  z—2015 L1j=1 z=4j+1)(a—45-2)
z—1 x—2016 77503

2
z—2 z—2015 L1j=1 (1 T e e-5-2)

Por lo que hemos supuesto sobre x, entonces ’;—:% y i:gg%g son ambos mayores

que 1. También por lo supuesto sobre z, cada término del producto también es
mayor que 1. Por tanto, el lado derecho es mayor que 1 y esto de nuevo es una
contradiccién.

De los cuatro casos se concluye que la ecuacion (1) no tiene raices reales y el numero
minimo de factores lineales que debemos borrar es 2016.

6. Consideremos un disco grande que contenga a todos los segmentos. Extendamos cada
segmento a una recta £; que corte al disco es dos puntos distintos A; y B;.

(a)

Cuando n es impar, recorramos la circunferencia del disco y marquemos cada punto
de interseccion A; y B; con las etiquetas adentro y afuera de manera alternada.
Como cada par de rectas se intersectan en el disco, hay exactamente n — 1 puntos
entre A; y B;, para cualquier 1 < i < n elegido. Como n es impar, entonces o bien
A; estd marcado con la etiqueta adentro y B; con la etiqueta afuera, o al revés.
Supongamos que Mafalda pone la rana en el extremo de cada segmento que esta
mas cerca de la etiqueta adentro en la recta correspondiente. Demostraremos que
las ranas sobre ¢; y £; no se encuentran nunca en un mismo punto, para cualquier
pareja i, j que se elija.

En efecto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que las ranas comienzan
en A; y A; respectivamente. Llamemos P al punto de interseccién de ¢; con ;.
Notese que al ser n impar e ir etiquetando los puntos con las etiquetas adentro y
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afuera de manera alternada, habra un nimero impar de puntos en el arco A;B;.
Cada uno de estos puntos pertenece a una recta ;. Cada una de estas rectas debe
intersectar exactamente uno de los segmentos A; P y A;P, teniéndose un nimero
impar de intersecciones. En el caso de las otras rectas, ellas pueden intersectar
ambos segmentos A;P y A;P o ninguno de ellos. Por tanto, el nimero total de
puntos de interseccién sobre los segmentos A; P y A; P sin contar a P, es impar. Si
las ranas llegasen al punto P al mismo tiempo, entonces habria la misma cantidad
de intersecciones sobre A4; P y A;P, lo cual dard un ntimero par de intersecciones y
esto es una contradiccion.

(b) Cuando n es par, consideremos que Mafalda coloca las ranas de cualquier manera

y marca cada uno de los puntos A; o B; con las etiquetas adentro y afuera de
acuerdo a las direcciones en las cuales saltan las ranas. Como n es par debe haber
dos puntos vecinos A; y A; marcados ambos con la etiqueta adentro. Sea P la
interseccién de los segmentos A;B; y A;B;. Entonces cualquier otro segmento que
intersecte a uno de los segmentos A; P y A; P también deber4 intersectar al otro, y
por tanto, el nimero de intersecciones sobre A; P y sobre A;P serd igual. Por tanto
las ranas que comienzan en A; y en A; se encontraran en P.
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Final Nacional de la

Olimpiada Juvenil de Matematicas

Primer Ano

Medallas de Oro

Nombre Instituto Estado
Elliot Larez Los Proceres Bolivar
Javier Rodriguez Santiago de Leén Caracas
Medallas de Plata
Helena Benatar Moral y Luces Caracas
Isabella Bolivar Academia Merici Caracas
Lucia Séez Integral El Avila  Caracas
Diego Stecca Las Colinas Lara
Medallas de Bronce
Sarah Cardozo Los Campitos Caracas
Ana Paula de Sousa  San Pedro Lara
Maria Fuenmayor Escuela Bella Vista Zulia
Yargen Gonzélez Cristo Rey Santa Moénica Caracas
Fabiola Jaén Las Colinas Lara
Jesus Ortega Joseph J. Thomson Zulia
Leonardo Sobrecueva Integral El Avila Caracas
Menciones de Honor
Ricardo Graffe El Penén Caracas
Catherine Savini Instituto Andes Caracas
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Segundo Ano

Medallas de Oro

Christopher Ferazzoli Olga Bayones Carabobo
Daniel Ninez Escuela Bella Vista Zulia
José Alberto Ortiz Seba San José Maristas ~ Aragua

Medallas de Plata

Juan Diego Guevara Bella Vista Aragua
Diego Maciel Hipocampitos Miranda
Bernardo Patino Independencia Lara
Sabrina Queipo San Vicente de Paul Zulia
Medallas de Bronce
Vanessa Ayala Los Campitos Caracas
David Bitar Escuela Bella Vista Zulia
Juan Maroso Escuela Bella Vista Zulia
Barbara Palacios Integral El Avila Caracas
Jatniel Sanchez Siso Martinez Lara

Tercer Ano
Medallas de Oro
Pablo Ramirez Escuela Comunitaria Miranda

Medallas de Plata

Roberto Patifio Emil Friedman  Caracas
Roméan Rodriguez Monte Carmelo Bolivar



Medallas de Bronce

Martin Fernandez Colegio Cumbres Caracas
José Hernao Liceo Los Robles Zulia
Alejandro Maris Colegio Madison Caracas
Kimberly Rodriguez Escuela Bella Vista Zulia
Alejandro Troconis  IEA El Penén Caracas
Cuarto Ano
Medallas de Oro
Onice Aguilar La Presentacion Mérida
José Mendez Colegio Cumbres Caracas
Amanda Vanegas San Francisco de Asis  Zulia
Medallas de Plata
Javier Pulido  Hipocampitos Miranda

Laura Queipo San Vicente de Paul Zulia
Sohrab Vafa Inst. Educ. Aragua  Aragua

Medallas de Bronce

Cristian Inojosa  Loyola Gumilla
Harrison Maestu  Adolfo Valbuena
Alberto Matute  Academia Washington
Miguel Melo Hipocampitos

Ivan Rodriguez Santiago de Ledén

Menciones de Honor

Jests Figueroa Monte Carmelo
Jesus Lares Angel de la Guarda
Leonardo Manrique Adolfo Valbuena
Carynes Romero U. E. Simén Bolivar

Jayka Tisminezky Escuela Bella Vista

Bolivar
Carabobo
Caracas
Miranda
Caracas

Bolivar
Guarico
Carabobo
Monagas
Zulia,

7
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Quinto Ano
Medallas de Oro

Wemp Pacheco Calicantina Aragua

Medallas de Plata

Juan Cabrera Santiago de Leon Caracas
Ignacio Munoz Santiago de Leon Caracas
Luciano Salvetti Emil Friedman Caracas

Medallas de Bronce

Johann Bastardo Iberoamericano Bolivar
Franklin Bello Iberoamericano Bolivar
Samuel Meza Loyola Gumilla Bolivar
Aldo Pierini Ntra. Sra. de Chiquinquird Zulia
Rodolfo Rivas Juan XXIIT Carabobo
Rubén Sucre San Ignacio Caracas

Menciones de Honor

Sofia Fleitas Los Caminos Portuguesa
José Pérez Cecilio Acosta Apure

Premios Especiales
Onice Aguilar (La Presentacion, Mérida)
Premio de la Fundaciéon Empresas Polar a la mejor prueba.
Pablo Ramirez (Escuela Comunitaria, Miranda)
Premio UNEXPO a la respuesta més creativa.
Premio de Honor al Mérito por haber participado en todos los niveles de las OJM:
Johann Bastardo, Franklin Bello, Wemp Pacheco.
Premio Profesor Eduardo Contreras OJM 2016: Ivan Rodriguez (Caracas).

Olimpiada de Mayo 2016
Nivel I
Medallas de Plata
Alan Yu Chen

Francisco Molina Tirado
Victoria Eugenia Consalvo Quevedo



Medallas de Bronce

Marfa Victoria Garcia Fernandez
Santiago Flores
Francisco Miguel Cortez Torres
Maria Laura Isea Garcia

Nivel II
Medallas de Bronce

Marien Alejandra Solis Alcega
Romaéan David Rodriguez Ordaz

Menciones de Honor

Juan Diego Guevara Lugo
Yargen Daniel Gonzalez Salcedo
José Alberto Ortiz Seba
Oriana Pintos Caguaripano
Diego Alejandro Maciel De Lima
Andrea Valentina Ojeda Vizcarrondo

Olimpiada Centroamericana y del Caribe 2016

José Alberto Ortiz Seba Mencion de Honor
Juan Diego Guevara Lugo Mencién de Honor

Olimpiada Iberoamericana 2016

Wemp Pacheco Medalla de Plata
Ivan Rodriguez Medalla de Bronce

Olimpiada Internacional (IMO) 2016

Wemp Pacheco Medalla de Bronce
Ivan Rodriguez Mencién de Honor
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Olimpiada Juvenil de Matematicas 2016

Comité Organizador Nacional

Rafael Sanchez Lamoneda (Presidente)

Laura Vielma Herrero (Coordinadora Nacional)
José Heber Nieto Said (Coordinador Académico)
Saturnino Fermin Reyes (Coordinador Administrativo)
Sophia Taylor, Estefania Ordaz, Diego Pena,
Rubmary Rojas, Mauricio Marcano (Colaboradores)

Coordinadores Regionales

Prof. Luis Alberto Rodriguez (Anzoategui)
Prof. Rafael Antonio Valdez Tovar (Apure)
Prof. Jesus Acosta (Aragua)
Prof. Mary Acosta (Bolivar)
Prof. José Alberto Infante (Capital)
Prof. Mirba Romero (Carabobo)
Prof. Sonia Chacén (Cojedes)
Prof. Addy Goitia (Falcén)
Prof. Carlos Lira (Guérico)
Prof. Victor Carruci (Lara)
Prof. Olga Porras (Mérida)
Prof. Lisandro Alvarado (Miranda)
Prof. Yelenny Guanipa (Monagas)
Prof. Grace Rivero (Nueva Esparta)
Prof. Evelio Castillo (Portuguesa)
Prof. Luisa Lopez (Sucre)
Prof. Jonathan Riveros (Téchira)
Prof. Ramo6n Blanco (Trujillo)
Prof. Larry Mendoza (Vargas)
Prof. Johan Goyo (Yaracuy)
Prof. José Heber Nieto Said (Zulia)
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