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Introduccion

Las Olimpiadas Matemaéticas son competencias dirigidas principalmente a jévenes
de educacién elemental y secundaria, y su finalidad es la promociéon de las mate-
maticas en la comunidad educativa, y la detecciéon de talento para el estudio de
esta ciencia desde muy temprana edad. Tienen sus origenes a finales del siglo XIX
en Europa y actualmente hay competencias de este estilo en la mayoria de los
paises del mundo.

Las Olimpiadas Matematicas se realizaron en Venezuela por primera vez en el ano
escolar de 1975-76 como un programa para la promocién de las matematicas en-
tre los jovenes de la escuela secundaria. El Centro Nacional para el Mejoramiento
de la Ensefianza de la Ciencia (CENAMEC) acogi6 el proyecto propuesto por el
profesor Saulo Rada, del Instituto Pedagogico de Caracas, y con el apoyo de esta
institucion, del Ministerio de Educacion y del Consejo Nacional de Investigaciones
Cientificas y Tecnologicas (CONICIT), se organizo la primera Olimpiada Matemd-
tica Venezolana (OMV). De esta manera comienza en Venezuela el programa de
Olimpiadas Mateméticas, logrando a lo largo de 27 afios una participacion de més
de un mill6n de jovenes a todo lo ancho y largo del pais. Este programa finalizo
en el ano 2003.

En el ano 2000, con el objetivo de promover las competencias de matematicas en
Venezuela y de llevar adelante un amplio programa de seleccién y entrenamien-
to de estudiantes para participar en olimpiadas matematicas internacionales, se
fundo la Asociacion Venezolana de Competencias Matemdticas (ACM). La ACM
es una asociacion civil sin fines de lucro que cuenta con el aval de la Asociacion
Matemdtica Venezolana (AMV), de la Academia Venezolana de Cliencias Fisicas,
Matemadticas y Naturalesy de las principales universidades del pais. El lector puede
consultar mas sobre la ACM visitando la pagina web www.acm.org.ve.

La ACM, consciente de la importancia de un concurso nacional de matematicas,
se afili6 a la organizacion Canguro sin Fronteras, obteniendo asi el derecho de
organizar en Venezuela el Canguro Matemdtico, la competencia juvenil de mate-
maéticas de mayor difusiéon en el mundo entero, y a partir del ano 2004 organiza
la Olimpiada Juvenil de Matemdticas (OJM), competencia en la cual participan
los estudiantes de la tercera etapa de Educacion Bésica y de Educacion Media y
Diversificada. La OJM se organiza en casi todo el pais.



El presente libro retne todos los problemas propuestos en la OJM 2009. Esta
competencia consta de tres etapas o pruebas. La primera de ellas es el Canguro
Matemdtico, un examen de treinta problemas de selecciéon simple, que fue presen-
tado por 59.891 estudiantes provenientes de 22 estados del pais. A continuacion se
realiza la Prueba Final Regional. La misma consta de un examen de cinco proble-
mas de desarrollo y compiten los alumnos que quedaron ubicados en el diez por
ciento superior en el Canguro Matematico. Esta prueba se organiza en cada estado
que participa en la OJM y los ganadores reciben medallas de oro, plata y bronce.
La tercera etapa es la Prueba Final Nacional, en la cual participan los alumnos
ganadores de medalla de oro en la Prueba Final Regional. Tanto en la primera
como en la segunda etapa, los alumnos participantes presentan sus exdmenes en
la ciudad donde viven. Para la Final Nacional se elige cada ano una sede y alli se
organiza el evento, permitiendo a los participantes, sus profesores y representantes
estrechar lazos de amistad y compartir una experiencia educativa enriquecedora.
La Prueba Final Nacional 2009 se realizo en la Universidad de Margarita, en el
estado Nueva Esparta y participaron 110 alumnos representando a 16 estados.
Este libro consta de tres capitulos, uno por cada prueba. En ellos se presentan
los problemas y sus soluciones. Esperamos que sea de gran utilidad tanto para
profesores como para estudiantes, y que les permita conocer las matematicas desde
un punto de vista interesante y entretenido.

Aprovechamos la oportunidad para agradecer a nuestros patrocinadores, en es-
pecial a la Fundacion Empresas Polar, a Acumuladores Duncan, a MRW y a la
Fundacion Cultural del Colegio Emil Friedman, asi como a todos los colegas que
con su trabajo y esfuerzo, permiten que la Olimpiada Juvenil de Mateméaticas sea
una realidad.



Capitulo 1

Prueba Preliminar
(Canguro Matematico)

1.1. Prueba de 7° grado

1. ;Cual de los siguientes numeros es par?
@) 2009 ®24+0+0+9 ©200-9 ® 200x9 &) 200+9

2. La figura superior muestra el nimero 930 en una
pantalla formada por cuadraditos blancos y negros.
; Cuantos de esos cuadraditos deben cambiar de color
para formar el ntimero 806 de la figura inferior?

3. Uno de los lados de un rectangulo mide 8 cm de longitud, mientras que el otro lado
mide la mitad. ;Cuanto mide el lado de un cuadrado cuyo perimetro es igual al perimetro
del rectangulo?

®6cm ®4cm @12cm @8cm @24cm

4. Soffa lanz6é un dado cuatro veces y obtuvo un total de 23 puntos. ;En cuantos lanza-
mientos obtuvo 6 puntos?

®1 ®o ©3 (D) ® 4

5. La menor cantidad de digitos que hay que borrar en el niimero 12323314 para obtener
un namero capicta (es decir, que se lea igual de izquierda a derecha que de derecha a
izquierda) es

@2 ® 3 ©4 ©s ®

6. Se tienen tres cajas: una blanca, otra roja y otra verde. Una de ellas contiene solamente
una barra de chocolate, otra contiene solamente una manzana y otra esta vacia. Se sabe

3



4 CAPITULO 1. PRUEBA PRELIMINAR

que el chocolate esta en la caja blanca o en la roja, y que la manzana no esta ni en la
blanca ni en la verde. Entonces la caja que contiene el chocolate es:

@ blanca roja @ verde

@ roja o verde @ imposible determinarlo

7. ;Cuantas caras tiene este solido (prisma con un hueco)?

® 7 ® 6 ©1 ©Os ® 12

8. Un puente atraviesa un rio. El rio tiene 120 metros de ancho. Un cuarto del puente
esta sobre la rivera izquierda del rio y otro cuarto esta sobre la rivera derecha. ;Qué
longitud tiene el puente?

@) 150 m ®) 180 m © 210 m ®) 240 m ®) 270 m

9. En la figura hay cuadrados de tres tamanos diferentes. El lado de
loa cuadrados mas pequenos mide 20 cm. ;Qué longitud tiene la linea
quebrada gruesa?

@ 380 cm @ 400 cm @ 420 cm @ 440 cm @ 1680 cm

10. En una habitacién hay perros y gatos. El nimero de las patas de los gatos es el doble
del namero de las narices de los perros. Entonces el nimero de gatos es:

@ el doble del nimero de perros @ la mitad del ntmero de perros

1
@ igual al nimero de perros @ 1 del ntmero de perros

@ % del nimero de perros

11. Se usan palillos idénticos para for- — —
mar los digitos, como se muestra en la | | /
figura. El peso de un ntimero se define | |

como el nimero de palillos necesarios

para formarlo. ; Cuénto pesa el nimero | /
més pesado de dos digitos? _l |—| |

@10 B®11 ©12 ©®13 ® 14



1.1. PRUEBA DE 7° GRADO 5

12. ;Cuéles de los siguientes
lazos consisten de més de un

pedazo de cuerda? ( \ C%’_\\\
@LILIVyV @J BD LQ

®LIlyV I
O©ILIVyV @ % (/j\
5 N
@ todos \_'S S
®) ninguno 14 A
C

13. El cuadrilatero ABCD tiene lados AB = 11, BC =7,
CD =9y DA = 3 y tiene angulos rectos en A y C. ;Cuél
es el area de este cuadrilatero? D

@) 30 44 © 48 D) 52 ®) 60

A B

14. En un grupo de baile hay 39 muchachos y 23 muchachas. Cada semana, 6 nuevos
muchachos y 8 nuevas muchachas se unen al grupo. Después de algunas semanas el nimero
de muchachos y el de muchachas se igualaran. ;Cuantos integrantes tendré el grupo en
ese momento?

@) 144 ®) 154 ©) 164 ©) 174 ®) 184

12

15. Dos rectangulos de 8 x 10 y 9 x 12 se
solapan como muestra la figura. El area de 9
la parte gris oscura es 37. ;Cuél es el area de

la parte gris clara? 3

@60 ®62 ©625 D64 €65

10

16. La “torre” de la figura estd formada con tres estructuras: un
cuadrado, un rectangulo y un tridngulo equilatero. El perimetro de
las tres estructuras es el mismo. El lado del cuadrado mide 9 cm.
(Cuanto mide el lado del rectangulo senalado en la figura?

®6cm 4cm ©7cm ®5cm ®8cm I?

9 cm




6 CAPITULO 1. PRUEBA PRELIMINAR

17. Hoy es domingo y Francisco comienza a leer un libro de 290 paginas. El lee 4 paginas
cada dia, excepto los domingos, cuando lee 25 paginas. ;Cuéntos dias consecutivos le
tomara leer el libro completo?

@ s ®) 46 © 40 ©) 35 ® 41

18. Andrés, Bruno, Carlos y Daniel ganaron las primeras cuatro posiciones del torneo
de esgrima. Si se suman los ntimeros de posicion de Andrés, Bruno y Daniel se obtiene
el nimero 6. El mismo ntimero se obtiene si se suman los niimeros de posicién de Bruno
y Carlos. Si Bruno qued6 mejor ubicado que Andrés, jquién qued6 en primer lugar?

@ Bruno @ Andrés @ Daniel

@ Carlos @ es imposible determinarlo

19. Orlando toma 2009 piezas cuadradas del mismo tamano y las coloca de modo de
llenar un rectangulo, ; Cuantos rectangulos diferentes puede obtener?

® 10 ® 2 ©1 O3 ®5

20. Considere las cuatro afirmaciones siguientes acerca del entero positivo n: “n es di-
visible entre 5”7, “n es divisible entre 117, “n es divisible entre 557, “n es menor
que 10”. Si dos de las afirmaciones anteriores son verdaderas y las otras dos son falsas,
entonces n es:

® 55 ® 11 ©o ® 10 ®>5

21. La figura muestra un solido formado con 6 caras
triangulares. En cada vértice hay un nimero. Para ca-
da cara se considera la suma de los 3 ntumeros en los
vértices de esa cara. Si todas las sumas son iguales y

dos de los ntimeros son 1 y 5 como se muestra, jcuél 5
es la suma de los 5 nimeros? ‘
® 9 ®12 ©17 O18 ®24

22. Las habitaciones de un hotel estan numeradas con tres digitos. El primero indica el
piso y los dos siguientes el nimero de habitaciéon en el piso. Por ejemplo, 125 indica la
habitacién ntamero 25 del primer piso. Si el hotel tiene en total 5 pisos numerados del
1 al 5, con 35 habitaciones por piso (numeradas del 101 al 135 en el primer piso, etc.)
jcuéantas veces se debe usar el digito 2 para numerar todas las habitaciones?

@) 60 ®) 65 © 95 ®) 100 ®) 105

24. Se desea llenar una caja de 30 cm x 30 cm X 50 cm con cubos sélidos, todos del
mismo tamano. ;Cudl es el minimo ntimero de cubos necesarios para lograrlo?

@) 45 ®) 15 © 75 ©) 30 ®) 150



1.1. PRUEBA DE 7° GRADO

23. ABCD es un cuadrado de 10 cm de lado. La dis-
tancia del punto N al punto M es 6 cm. Cada regiéon
no sombreada representa tridngulos isésceles iguales o

cuadrados iguales. Halle el area de la regién sombreada
dentro del cuadrado ABCD.

@) 42cm? B) 48cm? ©) 50cm? @) 52cm? €) 58cm?

25. Dados los totales de cada fila y columna, jcuél es

el valor de l + |_IJ| _A?

]

11

® 4 ®5 ©6 ©O7 ®s

]

]

A

10

8

26. Un juego completo de 28 fichas de dominé contiene todas las combi-

naciones posibles de dos nimeros de puntos entre 0 y 6 (ambos incluidos),

incluyendo los pares de nimeros iguales. ;Cuantos puntos hay en total en

un juego de domin6?

@® 84 ® 105 © 126 © 147

®) 168

27. En un tablero de 4x 2, se escriben dos niimeros en la primera fila.
Cada fila siguiente contiene la suma y la diferencia de los numeros
escritos en la fila previa (vea la figura como ejemplo). En un tablero
de 7 x 2, llenado de la misma manera, los niimeros que quedaron en
la dltima fila fueron 96 y 64. ;Cual es la suma de los nameros en la

primera fila?

@) 24 ® 20 © 12 O 10 ® 8

10 | 3
13| 7
20 | 6
26 | 14

28. En el pais Piesraros, todos tienen el pie izquierdo una o dos tallas mas grande que
el pie derecho. Sin embargo, los zapatos se venden en pares del mismo tamano. Para
ahorrar, un grupo de amigos deciden comprar un lote de zapatos: cada uno toma dos
zapatos que le queden, y sobran un zapato talla 36 y otro talla 45. El minimo nimero de

personas en el grupo es

@) 5 ®) 6 © 7 D 8

® 9
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29. Se desea colorear las casillas del tablero de la figura usan-
do los colores A, B, C'y D, de manera tal que casillas vecinas
tengan colores diferentes (dos casillas se consideran vecinas
si tienen al menos un vértice comtn). Algunas casillas ya han
sido coloreadas como muestra la figura. ;Qué posibilidades

hay para la casilla sombreada? .

@) A ® B ©c

@ D @ hay dos posibilidades diferentes

30. Ocho tarjetas numeradas del 1 al 8 se colocan en las cajas A y B, de tal manera
que las sumas de los nimeros de las tarjetas en cada caja sean iguales. Si en la caja
A hay exactamente tres tarjetas, entonces siempre se puede asegurar, sin importar la
configuracion, que:

@ tres tarjetas de la caja B tienen nimeros impares
cuatro tarjetas de la caja B tienen nimeros pares
@ la tarjeta con el niimero 1 no esta en la caja B
@ la tarjeta con el ntimero 2 esté en la caja B

® la tarjeta con el ntimero 5 esté en la caja B

1.1.1. Soluciones
1. La respuesta correcta es la (D), pues al multiplicar 9 por 0, que es la unidad de 200,
se obtiene 0 en la unidad del producto y por ende éste sera un ntimero par.

2. La respuesta correcta es la (B). En la figura siguiente se muestran los cuadraditos
(marcados con un punto) que deben cambiar de color.

3. La respuesta correcta es la (A). Primero, requerimos calcular el perimetro del rectan-
gulo, el cual es 8 X 2+ 4 X 2 = 24 cm. Como el cuadrado tiene todos los lados iguales,
para que el perimetro de éste sume 24 cm cada lado debe ser igual a 24 <-4 = 6 cm.

4. La respuesta correcta es la (C). Lanzando cuatro veces el dado, el maximo puntaje que
se puede obtener es 24 puntos que se generan obteniendo 6 puntos en cada lanzamiento.
Por tanto, para obtener 23 puntos, alguna de las cuatro veces tuvo que haber sacado 5
puntos y las otras tres veces 6 puntos.
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5. La respuesta correcta es la (B). El primer nimero a borrar es el 4 porque aparece una
Gnica vez en un extremo y de esa manera ya tendriamos el comienzo y el final del naimero
igual. Si quisieramos dejar el 2 que viene después del 1 de izquierda a derecha, tendriamos
que tener el 2 inmediatamente antes del 1 teniendo que borrar los dos niimeros 3 que se
encuentran en el medio. Asi, borrando 3 ntimeros se obtiene el nimero 12321 capicua.
Otra opcién es conseguir el nimero 13231 borrando de igual forma 3 ntimeros.

6. La respuesta correcta es la (A) dado que la manzana se encuentra en la caja roja
porque, segin el enunciado, no esté en ninguna de las otras dos, y entonces el chocolate
debe estar en la blanca porque la roja ya esté ocupada.

7. La respuesta correcta es la (D) porque el prisma sin hueco tiene 5 caras y el hueco
le agrega 3 més. Note que la cara frontal y la posterior del hueco son la misma que del
prisma sin hueco, por tanto, se deben contar una tnica vez.

8. La respuesta correcta es la (D). Sea z la longitud del puente. Entonces z = %ac +
%:c 4+ 120, de donde al despejar = se obtiene z = 240 m.

9. La respuesta correcta es la (C). El lado del cuadrado més pequefio mide 20 cm, el
lado del mediano 40 cm (porque se forma con dos pequenos) y el lado del grande 60 cm
(porque se forma con uno mediano y uno pequeno). Por tanto la linea mide, comenzando
desde la punta que toca el lado superior 20 x 24+ 40 x 5+ 60 X 2 4 20 x 3 = 420 m.

10. La respuesta correcta es la (B). Si llamamos x al nimero de gatos e y al namero de
perros, entonces tendriamos la ecuacién:

1
4x:2x:>:c:§y,

es decir, que el nimero de gatos es la mitad del nimero de perros.

11. La respuesta correcta es la (E) puesto que el digito mas pesado es el niimero 8, cuyo
peso es 7, y por tanto el nimero de dos cifras mas pesado es el 88, que pesa 14.

12. La respuesta correcta es la (B). Observemos que

U Gja )

Jy

A D @88

13. La respuesta correcta es la (C). Si trazamos la diagonal BD del cuadrilatero, podria-
mos observar que se forman dos tridAngulos rectdngulos. En el primer caso, el tridngulo
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7x9

BAD cuyo area es 112—X3 = %, y el tridangulo BCD cuyo érea es 5= = %. Por tanto, el

area del cuadrilatero sera la suma de las areas de los tridngulos dando como resultado
33+63 __ 48
2202 = 48.

14. Larespuesta correcta es la (D). Sea x el nimero de semanas que pasan hasta igualarse
el nimero de muchachas con el de muchachos. Entonces 39 + 6z = 23 + 8x, de donde se
obtiene x = 8, haciendo que en ese momento haya 87 muchachos y 87 muchachas y por
ende, 174 integrantes en el grupo de baile.

15. La respuesta correcta es la (E). El area del rectangulo con parte gris oscura es 80 y
el area del rectangulo con parte gris clara es 108. Al solaparse, como la parte gris oscura
es 37 entonces la blanca es 80 — 37 = 43 y como esa parte pertenece a ambos rectangulos,
el area gris clara es 108 — 43 = 65.

16. La respuesta correcta es la (A). El perimetro del cuadrado es 9 x 4 = 36 cm. El
tridngulo equilatero tiene todos los lados iguales asi que cado lado debe medir 12 c¢m
para tener el mismo perimetro 36 cm. El lado del tridngulo mide lo mismo que dos de los
lados del rectangulo, por tanto, el lado pequenio del rectangulo se encuentra resolviendo
la ecuaciéon 12 x 2+ 2 x x = 36 dando como resultado que el lado pequeno vale 6 cm.

17. La respuesta correcta es la (E). Cada semana, comenzando en domingo y finalizando
en sabado, Francisco lee 2544 x 6 = 49 paginas. Para saber en cuantas semanas completas
Francisco lee el libro, dividimos las 290 paginas entre 49 paginas semanales, obteniendo
5 semanas y faltando 45 paginas por leer. Por tanto, habria que sumar un domingo, que
serian 25 paginas, més 5 dias de 4 paginas cada uno para finalizar la lectura. Es decir, 5
semanas mas 6 dias que hacen 41 dias consecutivos.

18. La respuesta correcta es la (C). Para que Andrés, Bruno y Daniel sumen el namero
6, sus posiciones deben ser 1, 2, 3, pero no necesariamente en ese orden, y para que Bruno
y Carlos sumen 6 también, sus posiciones deben ser 2 y 4, respectivamente, para que se
cumpla la primera parte. Pero como Bruno, que quedé en la posicién 2, quedd mejor
ubicado que Andrés, entonces Andrés qued6 de tercero y Daniel de primero ganando el
torneo.

19. La respuesta correcta es la (D). El area del rectangulo sera 2009, por lo tanto,
debemos hallar todas las parejas de niimeros que, al multiplicarse, den como resultado
2009. Como 2009 tiene dos sietes y un 41 en su factorizaciéon prima, quiere decir que
existen 3 diferentes configuraciones para obtener un rectangulo con ese nimero de piezas:
2009 x 1,41 x 49 y 7 x 287.

20. La respuesta correcta es la (E) puesto que hace que la primera y la cuarta afirmacion
sean ciertas y las dos restantes falsas. 11 y 10 hacen que tres afirmaciones sean falsas, 55
hace que so6lo la dltima sea falsa y 0 hace que las cuatro sean verdaderas.

21. La respuesta correcta es la (C). Si denotamos a los deméas vértices del solido como
se muestra a continuacion:
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Lh

(&

entonces 1 +54+a=14+5+b=14+a+b=54+a+c=a+ b+ ¢, de donde se deduce
quea=b=5yc=1. Luego, 1 +54+a+b+c=1T7.

22. La respuesta correcta es la (E). En todos los pisos las habitaciones pueden ser 2, 12,
20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 32; es decir, 14 veces se utiliza el 2 en cinco pisos, lo
que da un total de 70 veces. Pero ademas, en el segundo piso se utiliza el 2 como cifra de
las centenas 35 veces (por ser 35 habitaciones por piso) dando un total de 70+ 35 = 105.

23. La respuesta correcta es la (B). Los triangulos isdésceles no sombreados son iso-
rrectangulos. Si cada uno de ellos se desplaza hacia el centro del cuadrado, hasta que
los vértices de sus angulos rectos coincidan, se forma un cuadrado cuyos lados son las
hipotenusas de los tridngulos. Como el lado de ese cuadrado mide 6 cm, su area es 36
cm?. Dado que el cuadrado ABCD es de lado 10 cm, NM = 6 cm y los cuadrados no
sombreados son iguales, entonces el lado de cualquiera de estos tltimos cuadrados mide 2
cm y su &rea es 4 cm?. Como hay cuatro cuadrados no sombreados en la figura, entonces
la suma de sus areas es 16 cm?. Luego, el 4rea de la regiéon sombreada dentro del cuadrado
ABCD es 10? — (36 4 16) cm? = 48 cm?.

24. La respuesta correcta es la (A). El volumen de la caja es 45000 cm®. Los cubos
solidos con los que tenemos que llenar deben ser de igual tamano y por ser cubos, el
volumen de cada uno se forma elevando al cubo el valor del lado. Note que el tinico valor
que se puede tener es 45 x 1000 lo que indica que se requieren 45 cubos de volumen 1000
que representa un cubo de lado 10.

25. La respuesta correcta es la (C), puesto que para cumplir los totales de cada fila y
columna, el cuadrado debe valer 4, el tridngulo 1 y la otra figura 3, por lo que se obtendria
443—-1=6.

26. La respuesta correcta es la (E). Analicemos los seis casos al dejar fijo uno de los
lados. Dejando fijo el 0 para un lado, se tienen 21 puntos al sumar los otros valores
posibles. Al dejar fijo el 1, se tienen 27. Recuerde que es la misma ficha el 0|1 que el 1|0
y se cuenta una unica vez. Al dejar fijo el 2, se tienen 30. Con el 3 fijo, 30 nuevamente.
Con el 4 fijo, se tienen 27. Con el 5 fijo se tienen 21 y finalmente con el 6 fijo se tienen
12. Al sumarlos todos se obtiene un total de 21 + 27 + 30 + 30 + 27 4+ 21 4 12 = 168.

27. La respuesta correcta es la (B). Para resolver este problema se debe ir de atrés
hacia adelante, es decir, buscar dos nimero que sumados den 96 pero que restados den
64 para llenar la fila nimero 6 y asi ir subiendo hasta la primera fila. Note que el orden
como coloque los ntameros en la fila no es importante. Entonces, en la fila 6 se tienen los
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nimeros 80 y 16; en la fila 5, 48 y 32; en la fila 4, 40 y 8; en la fila 3, 24 y 16; en la fila
2,20 y 4 y por tanto, en la fila 1 se tienen 12 y 8 cuya suma es 20.

28. La respuesta correcta es la (A). Una situacién que muestra un grupo con el menor
nimero de personas posibles y que satisface las condiciones dadas, se describe a conti-
nuacién: 5 personas compran 6 pares de zapatos con las tallas 36, 38, 40, 42, 44 y 45, de
manera que cada persona se quede con los pares de zapatos 38-36, 40-38, 42-40, 44-42 y
45-44, sobrando, asi, un zapato talla 36 y otro talla 45.

29. La respuesta correcta es la (A). La casilla cenral de la primera fila sélo se puede
colorear con A o con D. En el primer caso, la casilla central de la segunda fila s6lo puede
ser D y a partir de alli el tablero sélo se puede colorear como se indica en la figura de la
izquierda. En el segundo caso el tablero s6lo se puede colorear como se indica en la figura
de la derecha. En ambos casos, el tnico color posible para la casilla sombreada es A.

ol IS B R S
Q| wW| Q| W
Q| ®m|Q
ol IS B R S
Q| ®| Q| W
Ol |0
D Q|®m|Q

=0 > |0

D D

A A

D D
30. La respuesta correcta es la (D). Existen tres posibilidades para las tarjetas que se
encuentran en la caja A. Estas son: las tarjetas numeradas con 8, 7 y 3; las tarjetas
numeradas con 8, 6 y 4; las tarjetas numeradas con 7, 6 y 5, sumando en cada caso 18.
Para dicho caso, las tarjetas sobrantes en la caja Bson 1, 2,4, 5y 6;1,2,3, 5y 7;y
1, 2, 3, 4, y 8, respectivamente. La opcion A sblo se cumple en la segunda configuracion;
la opcién B no se cumple en la segunda configuracién, el nimero 1 si se encuentra en la
caja B, por tanto la opciéon C es incorrecta, el nimero 5 no se encuentra en la caja B en

la configuracién 3 rechazando la opcién E y dejando como tnica verdadera la opcién D
puesto que la tarjeta con el ntiimero 2 si se encuentra en la caja B para todas las posibles

1.2. Prueba de 8° y 9° grados

1. La figura superior muestra el nimero 930 en una
pantalla formada por cuadraditos blancos y negros.
; Cuantos de esos cuadraditos deben cambiar de color
para formar el ntimero 806 de la figura inferior?
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2. Tomas construy6 una mesa con cubos (ver figura).

;Cuéntos cubos utiliz6?

M3 ®32 ©8 O26 E4 —

3. En una fiesta habia 4 muchachos y 4 muchachas. Los muchachos bailaron sélo con
muchachas, y las muchachas bailaron s6lo con muchachos. Luego de la fiesta se le pregunté
a cada uno cuantas parejas de baile tuvieron. Los muchachos respondieron: 3, 1, 2, 2.
Tres de las muchachas dijeron: 2, 2, 2. ;Qué respondi6 la cuarta muchacha?

@® 2 ®o ©3 ©1 ® 4

4. La estrella que muestra la figura estd formada con 12 peque-
nos tridngulos equilateros idénticos. El perimetro de la estrella es
36 cm. ;Cuél es el perimetro del hexagono sombreado?

®6cm 120m @18cm
@24cm ®30cm

5. Las casas de la calle Larga estan numeradas consecutivamente desde el 15 hasta el 53.
Juan es repartidor y debe entregar un paquete en cada casa con niimero impar. ; Cuantos
paquetes debe entregar Juan?

@) 19 ®) 20 © 27 ©) 38 ®) 53

6. Dos cerdos, uno blanco y uno negro, pesan juntos 320 kilos. El cerdo negro pesa 32
kilos méas que el cerdo blanco. ;Cuanto pesa el cerdo blanco?

@) 144 kg ®) 156 kg ©) 160 kg ®) 176 kg ®) 192 kg

7. El producto de cuatro enteros positivos diferentes es 100. ;Cuél es su suma?

® 10 ® 12 © 15 © 18 ® 20
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8. El area del cuadrado méas grande es 1. ;Cual
es el area del pequeno cuadradito negro? %

1 1 1 1 1
®

100 300 600 900 1000

9. En una habitaciéon hay perros y gatos. El nimero de las patas de los gatos es el doble
del nimero de las narices de los perros. Entonces el niimero de gatos es:

@ el doble del namero de perros @ igual al nimero de perros

1
@ la mitad del namero de perros @ 1 del ntmero de perros

1
@ 5 del namero de perros

10. En la figura, S es un punto en el lado QR del trian- P
gulo PQR tal que PQ = PS = RS y el angulo ZQPS
mide 12°. ;Cuénto mide el angulo ZQPR?
12°
@36 B> ©60° O72° Es4°
Q S R

11. Un ascensor puede cargar 12 adultos o 20 nifios. ;Cual es el maximo nimero de ninos
que pueden subir con 9 adultos?

®3 ® 3 ©4 D6 ® 5

12. ;Cuéantos enteros positivos tienen la propiedad de que su cuadrado tiene la misma
cantidad de digitos que su cubo?

™1 ® 3 © 4 D 9 [®) infinitos

T
13. ;Cuales de los siguientes lazos con- é \ \ b}
sisten de més de un pedazo de cuerda? 8 § x\)
Q
i i

@LILIVyV @®IOLIVyV

I
OLIlyV ©) todos -~ O
®) ninguno @ @ @ @
\_, S~—
v v
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14. ;Cual es el minimo ntimero de puntos que hay que remover en
la figura para que, entre los restantes, no haya tres alineados?

@7 ® 2 ©4 © 3 ®1 o« o o

15. Nicolas midi6 los seis dngulos de dos tridngulos, uno de ellos acutangulo y el otro
obtusangulo. El recuerda cuatro de esos angulos: 120°, 80°, 55° y 10°. ;Cuéanto mide el
menor de los dngulos del tridngulo acutangulo?

@) 5° ®) 15° © 25° ©) 35° ®) 45°

16. ;Qué porcién del cuadrado méas grande esta sombreada? / \

1 T T+ 2 T 1
® g ®F Oy ©0F ©®;

N\ /

17. En la isla de los nobles y los mentirosos hay 25 personas paradas en una fila. Cada uno
de ellos, excepto la primera persona de la fila, afirma que la persona que tiene adelante
es un mentiroso. El primero de la fila afirma que todos los que estan detras suyo son
mentirosos. ;Cuantos mentirosos hay en la fila? (Los nobles siempre dicen la verdad y
los mentirosos siempre mienten.)

@ 25 ® 24 ©o O 12 ® 13

18. La figura muestra un solido formado con 6 caras 1
triangulares. En cada vértice hay un nimero. Para

cada cara se considera la suma de los 3 ntmeros

en los vértices de esa cara. Si todas las sumas son

iguales y dos de los ntimeros son 1 y 5 como se 5
muestra, jcuél es la suma de los 5 ntiimeros?

@™ 9 ®12 ©17 O18 €24
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19. Se desea colorear las casillas del tablero de la figura usan-
do los colores P, Q, Ry S, de manera tal que casillas vecinas
tengan colores diferentes (dos casillas se consideran vecinas
si tienen al menos un vértice comun). Algunas casillas ya han
sido coloreadas como muestra la figura. ;Qué posibilidades 0
hay para la casilla sombreada?

@) solo Q ®) solo R ©) solo S
© RoS E) imposible Q

20. El diagrama muestra un poligono regular
de 9 lados. ;Cuanto mide el dngulo indicado
de vértice X7

@) 40° ® 45° ©50° O 55° ®) 60°

21. La figura muestra los tres
primeros diagramas de una se- [ TT1
cuencia. Si no se toma en cuen- [ 1]
ta el hueco negro central, ;cuan- -

tos cuadraditos hacen falta para _:H:_ ] |
construir el décimo diagrama de

la secuencia?

@) 76 ®) 80 © 92 ©) 96 ®) 100

22. Una hormiga camina por las aristas de un cu-

bo, comenzando en el punto P en la direccion in-

dicada por la flecha. Al final de la primera arista

puede escoger seguir hacia la derecha o hacia la iz- p
quierda, y lo mismo ocurre al final de la segunda

arista y de cada una de las siguientes. Si escoge
alternadamente derecha e izquierda, ;después de
recorrer cudntas aristas regresaréd al punto P por
primera vez?

® 2 ®9 ©4 ©O©12 ©®F6
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23. En el pais Piesraros, todos tienen el pie izquierdo una o dos tallas mas grande que
el pie derecho. Sin embargo, los zapatos se venden en pares del mismo tamafo. Para
ahorrar, un grupo de amigos deciden comprar un lote de zapatos: cada uno toma dos
zapatos que le queden, y sobran un zapato talla 36 y otro talla 45. El minimo nimero de
personas en el grupo es

® 4 ® s ©s6 Dk ® s

. 1 1 .
24. Las fracciones 3 y 3 se colocan en la recta numérica.

Wk —4—

1
;Doénde va la fraccion Z?

@a @b @c @d @e

25. A un cubo grande se le hacen tres cortes que lo dividen en ocho
prismas rectangulares. ;Cudl es la razéon entre el area total de esos
ocho prismas y el area del cubo original?

A1:1 ®4:3 ©2:1 D 3:2 ®4:1

26. Veroénica escribié una secuencia de nimeros naturales diferentes no mayores que 10.
Roberto examiné los ntimeros y noté con satisfaccion que para cada par de numeros
vecinos, uno de ellos era divisible por el otro. ;Cuéal es la mayor cantidad de niimeros que
pudo haber escrito Verénica?

® 6 ® s ©7 ® 10 ® 9

27. Un cuadrado ha sido dividido en 2009 cuadrados con lados de longitud entera. ;Cual
es la menor longitud posible del lado del cuadrado original?

® 44 ®) 45
© 46 ©) 503

@ No es posible dividir un cuadrado de ese modo
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28. ABCD es un cuadrado de 10 cm de lado. La
distancia del punto N al punto M es 6 cm. Cada
regiéon no sombreada representa tridngulos isésceles

iguales o cuadrados iguales. Halle el area de la regiéon
sombreada dentro del cuadrado ABCD.

@48cm? B)50cm? ©) 52cm? ©) 55cm? €) 58cm?

29. Si se coloca un cuadrado de 6 cm X 6 cm sobre un tridngulo, se puede cubrir hasta
un 60% del triangulo. Si se coloca el tridAngulo sobre el cuadrado, se puede cubrir hasta

2
3 del cuadrado. ;Cual es el area del triangulo?

@ 40 cm? @ 60 cm? @ 24 cm? @ 36 cm? @ 22% cm?

30. Todos los divisores del entero positivo N, diferentes de N y 1, se escriben en una
linea. Se observa que el mayor de los divisores en la linea es 45 veces méas grande que el
menor. ;Cuantos numeros N satisfacen esta condicion?

@1 ®o ©s

@ 2 @ es imposible determinarlo

1.2.1. Soluciones

1. La respuesta correcta es la (D). Ver explicacion para el problema 2 de 7° grado,
pagina 8.

2. Larespuesta correcta es la (B). Para construir las patas utiliz6 4x 3 = 12 cubos y para
la parte de arriba de la mesa utilizé 4 x 5 = 20 cubos. En total, Toméas usé 12 420 = 32
cubos.

3. La respuesta correcta es la (A), ya que los muchachos, en general, tuvieron la opor-
tunidad de bailar 8 veces con las muchachas. Ese también es el niimero de veces que las
muchachas tuvieron oportunidad de bailar con los muchachos y como tres de las mucha-
chas tuvieron, en general, 6 oportunidades, eso significa que la cuarta muchacha debidé
bailar en 2 oportunidades con algunos de los muchachos.

4. La respuesta correcta es la (C), ya que para calcular el perimetro de la estrella se tuvo
que sumar las longitudes de doce de los lados de algunos de los tridngulos. Como para
el perimetro del hexagono se requiere de la suma de las longitudes de seis de los lados
de algunos de los tridngulos y todos los tridngulos son equilateros e idénticos, entonces
el perimetro del hexigono es la mitad del perimetro de la estrella, es decir, 18 cm.

5. La respuesta correcta es la (B), ya que desde el 15 hasta el 53 hay 20 ntmeros impares.
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6. La respuesta correcta es la (A). Si llamamos = al peso del cerdo blanco, entonces
tendriamos la ecuacion:
x4+ (z+32) =320 = z = 144.

7. Larespuesta correcta es la (D). Si descomponemos a 100 en el producto de sus factores
primos, tendriamos que 100 = 2-2-5-5, de donde tenemos que la tnica forma de escribir
a 100 como el producto de cuatro positivos diferentes es 100 =1-2-5-(2-5) =1-2-5-10
y la suma de estos ntimeros es 1 +2 45+ 10 = 18.

8. La respuesta correcta es la (D), pues el area del pequeno cuadradito negro es

9. La respuesta correcta es la (C). Ver explicaciéon para el problema 10 de 7° grado,
pagina 9.

10. La respuesta correcta es la (B). Como PQ = P.S, entonces

180° — £QPS _ 180° —12°

£LPSQ = £LPQS = 5 3 = 84°.
Luego, £ PSR = 180° — £ PSQ = 180° — 84° = 96°.
Y, como PS = RS, entonces

YSPR— ASRP — 180° — L PSR _ 180° — 96 _ 490

2 2

Asi, finalmente, tenemos que

LQPR) = LQPS + £SPR = 12° 4 42° = 54°.

11. La respuesta correcta es la (E). Dado que el ascensor puede cargar 12 adultos o
20 ninos, eso significa que 3 adultos “equivalen” a 5 nifios. Luego, si hay 9 adultos en el
ascensor, faltarian 3 adultos mas para alcanzar la carga maxima del ascensor o, lo que
es lo mismo, 5 nifios.

12. La respuesta correcta es la (B). Observemos primero que los nameros 1, 2 y 4,
cumplen con lo que pide el problema, pues 12 = 1,22 =4, 42 =16y 13 = 1, 2° = 8,
4% = 64. Ellos son los unicos pues, para cualquier otro namero, su cubo tendrad méas
digitos que su cuadrado.

13. La respuesta correcta es la (C). Ver explicacion para el problema 12 de 7° grado,
pagina 9.

14. La respuesta correcta es la (D) pues basta con remover los tres puntos de cualquiera
de las diagonales (si s6lo se remueven uno o dos puntos, quedara al menos una fila con
tres puntos alineados).

15. La respuesta correcta es la (E). Es claro que uno de los angulos de tridngulo obtu-
sangulo es 120°.
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Los angulos de 80°, 55° y 10° no pueden ser todos del tridngulo acutangulo porque
la suma de los tres no es 180°. Luego, al menos uno de ellos es también del tridngulo
obtusangulo.

No puede ser el angulo de 80° porque la suma 120° + 80° = 200° > 180°.

Tampoco puede ser el angulo de 55°, porque asi el tercer angulo del tridngulo obtusangulo
seria de 5°, por lo que los angulos del triangulo acutangulo serfan 80°, 10° y 90°, lo que
no es posible debido a que el 4ngulo de 90° no es agudo.

Finalmente los angulos del triangulo obtusangulo son 120°, 10° y 50°, mientras que los
del tridngulo acutangulo son 80°, 55° y 45°, siendo el menor de éstos el angulo de 45°.

16. Larespuesta correcta es la (A). Dado que al “reacomodar” convenientemente algunas
de las porciones sombreadas en la figura, se puede obtener

1 .
en el que el cuadrado sombreado representa 1 de porcion del cuadrado méas grande.

17. La respuesta correcta es la (D). Si el primero fuese caballero, el segundo seria
mentiroso, y asi el tercero también seria caballero, lo cual no es posible. Si el primero es
mentiroso, el segundo es caballero, el tercero es mentiroso, y asi sucesivamente. De esta
forma los que estan en posicién par son caballeros y los que ocupan posicién impar son
mentirosos. Hay 13 mentirosos en la fila.

18. La respuesta correcta es la (C). Ver explicacién para el problema 21 de 7° grado,
pagina 10.

19. La respuesta correcta es la (D), ya que s6lo hay dos formas de colorear las casillas
del tablero de acuerdo a las condiciones dadas:

PlQ|P|Q|P PlQ|P|Q|P
R|S|R|S|R R|S|R|S|R
QIP|Q|P|Q Q|P|Q|P|Q
R|S|R|S|R S|R|S|R|S
QIP|Q|P|Q QP |Q|P|Q

20. La respuesta correcta es la (E). Denotemos con las letras A, B y C a los demaés
vértices del cuadrilatero.
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Dado que la medida de un angulo interior de un poligono regular de 9 lados es

(9—2)-180°  7-180°
9 9
entonces la medida de cada uno de los angulos ZA y ZC del cuadrilitero ABCX es
180° — 140° = 40° y la medida del dngulo ZB del mismo cuadrilatero es 360° — 140° =
220°.
Luego, la medida del angulo X es 360° — (220° + 40° + 40°) = 60°.

= 140°,

21. La respuesta correcta es la (C). El namero de cuadritos que se utilizan para construir
e cl primer diagrama de la secuencia son (5% — 4) — 12.
e el segundo diagrama de la secuencia son (62 — 4) — 22.
e cl tercer diagrama de la secuencia son (72 — 4) — 3%

por lo que el nimero de cuadritos que hacen falta para construir el décimo diagrama de
la secuencia es (142 — 4) — 10% = 92.

22. La respuesta correcta es la (E). Enumerando los vértices del s6lido como se muestra
en la figura se observa que la secuencia de vértices que recorre la hormiga es 1 —2 — 3 —
7 — 8 — 5 — 1. Por tanto, recorre 6 aristas.

5 6

23. La respuesta correcta es la (B). Ver explicacién para el problema 28 de 7° grado,
pagina 12.

. . 1 _ 24 1 _ 30 1 _ 40
24. Larespuesta correcta es la (A). Si escribimos 3 = 55, 3 = 755 ¥ £ = 135, tendremos

que las marcas de la recta numérica que siguen después de % corresponden perfectamente

. 5 . o1

con las fracciones %"O, %, %70, ...y, justamente, la marca indicada con la letra a es la
27030 1

que corresponde a la fracciéon 55 = 7.

25. La respuesta correcta es la (C). Por cada par de caras paralelas del cubo, los ocho
prismas rectangulares conforman cuatro caras paralelas que incluyen al par de caras
paralelas del cubo original.
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Esto nos lleva a que si el area del cubo original es seis veces el area de una de sus caras,
entonces el area total de los ocho prismas es doce veces el drea de una de las caras del
cubo original. Luego, la razén entre el area total de esos ocho prismas y el area del cubo
original es 12 : 6, esto es, 2 : 1.

26. La respuesta correcta es la (E). Una forma de escribir nueve nameros es 8, 4, 1, 5,
10, 2, 6, 3, 9. No se pueden escribir 10 porque el 7 deberia ocupar un extremo, al lado
del 1, y no hay forma de acomodar los 8 restantes.

27. La respuesta correcta es la (B). El menor cuadrado perfecto mayor o igual a 2009
es 45% = 2025.

Si un cuadrado de lado 45 es dividido en 2 cuadrados de lado 3 y 2007 cuadrados de lado
1 se satisfacen las condiciones indicadas.

28. La respuesta correcta es la (A). Ver explicaciéon para el problema 23 de 7° grado,
pagina 11.

29. La respuesta correcta es la (A). Es claro que la mayor superficie del cuadrado que
se puede cubrir con el tridngulo es igual a la mayor superficie del triangulo que se puede
cubrir con el cuadrado. Asi, si x es el area del tridngulo, se tiene que 0,6-x = % -36 cm?,
de donde z = 40 cm?.

30. La respuesta correcta es la (D). Si llamamos d al menor de estos divisores de N que
estan en la linea, entonces el mayor de estos divisores es 45d. Luego d- (45d) = 45d* = N.
Es claro que d debe ser primo y que sus tnicos valores posibles son 2 y 3, ya que si d
es un primo mayor que 3 tendriamos una contradiccién puesto que el menor divisor de
N = 45d? seria 3 (por ser el menor divisor de 45 distinto de 1).

Luego, solo tendremos 2 nameros N (180 = 45 - 22 y 405 = 45 - 3%) que satisfacen la
condicién indicada.

1.3. Prueba de 1° y 2° de diversificado
1. ;Cual de los siguientes niimeros es multiplo de 37
@) 2009 B 2+0+0+9 © 2°
D (240)-(0+9) ®) 200 -9

2. ;Cual es el minimo nimero de puntos que hay que remover en
la figura para que, entre los restantes, no haya tres alineados?

@2 ® 3 ©4 Ok ® 0 o« o o

3. En una carrera participaron 2009 personas. El nimero de personas a las que Juan les
gano es el triple del de aquellas que le ganaron a Juan. ;En qué lugar llegé Juan?

@) 503 ®) 501 ©) 500 ©) 1503 ®) 1507
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4. ;Cual es el valor de % de % de z de % de g de g de g de g de 1—90 de 10007
@) 250 ®) 200 ©) 100
@ 50 @ ninguna de las anteriores

5. El area del triangulo de la figura es 80 m? y el radio de los circulos centrados en los
vértices es 2 m.

,Cuél es la medida, en m?, del area sombreada?

@) 76 ®) 80 — 27 ©) 40 — 4x D 80— = ®) 787

6. En un acuario hay 200 peces. El 1% de ellos son azules, y todos los demés son amarillos.
;Cuéntos peces amarillos habria que sacar del acuario para que el porcentaje de peces
azules fuese el 2% del total de peces en el acuario?

@) 100 ®) 50 © 20 O 2 ®) 4

7. La figura muestra un sélido formado con 6 caras 1
triangulares. En cada vértice hay un nimero. Para

cada cara se considera la suma de los 3 ntmeros

en los vértices de esa cara. Si todas las sumas son

iguales y dos de los ntimeros son 1 y 5 como se 5
muestra, jcuél es la suma de los 5 ntiimeros?

@9 ®12 ©14 O®17 @®18

8. Una larga secuencia de digitos se ha compuesto escribiendo el niimero 2009 repeti-
damente 2009 veces. La suma de los digitos impares de la secuencia que son seguidos
immediatamente por un digito par es igual a:

@) 2 ® 9 ©) 4018 ©) 18072 ®) 18081
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9. Una hormiga camina por las aristas de un cubo,
comenzando en el punto P en la direcciéon indica-

da por la flecha. Al final de la primera arista puede

escoger seguir hacia la derecha o hacia la izquier- p
da, y lo mismo ocurre al final de la segunda arista

y de cada una de las siguientes. Si escoge alterna-
damente derecha e izquierda, ;después de recorrer
cuantas aristas regresard al punto P por primera

vez?

® 2 ®4 ©6 ©®9I ®12

10. ;Cuéantos enteros positivos tienen la propiedad de que su cuadrado tiene la misma
cantidad de digitos que su cubo?

@ o ® 3 © 4 D 9 [®) infinitos

11. Leonardo ha escrito una secuencia de nimeros tales que cada ntmero, a partir del
tercero en la secuencia, es la suma de los dos niimeros que le preceden. El cuarto ntiimero
de la secuencia es 6 y el sexto es 15. ;Cual es el séptimo numero de la secuencia?

OF ® 16 © 21 © 22 ® 24

12. ;Cuéles de los siguientes
lazos consisten de més de un

pedazo de cuerda? ( \ C\—\%j
@LILIVyV @J BD R\QQ

®LIlyV I

©ILIVyV @’—g @/EJ
©) todos \\_—S S
®) ninguno 14 A

13. En cada examen la puntuacién puede ser 0, 1, 2, 3, 4 o 5. Luego de 4 exdmenes
el promedio de Maria es 4. Una de las siguientes afirmaciones no puede ser verdadera.
(Cual es?

@ Maria sb6lo obtuvo cuatros.

® Maria obtuvo 3 exactamente dos veces.
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@ Maria obtuvo 3 exactamente 3 veces.
@ Maria obtuvo 1 exactamente una vez.

@ Maria obtuvo 4 exactamente 2 veces. C

14. Las tres bisectrices del triangulo ABC se cortan en el
punto I. Si el angulo ZBAC mide 68°, jcuantos grados mide
el angulo Z/BIC?

@ 136° ®132° ©128° © 124° (® 120° A
B

15. jPara cuéntos enteros positivos n la diferencia entre v/ y 10 (en valor absoluto) es
menor que 17

® 19 ® 26 © 30 © 35 ® 39

16. Verdnica escribié una secuencia de nimeros naturales diferentes no mayores que 10.
Roberto examiné los ntumeros y noté con satisfaccion que para cada par de numeros
vecinos, uno de ellos era divisible por el otro. ;Cuéal es la mayor cantidad de niimeros que
pudo haber escrito Verénica?

®9 ®6 © s O 7 ® 10

17. Si aldb = ab+ a + by 3005 = 20x, entonces x es igual a:
@ 3 ®) 10 © 6 © 12 ®) 7

18. Con centro en cada vértice de un cuadrado se
dibujan 4 circunferencias, 2 grandes y dos peque-
nas. Las dos grandes son tangentes entre si y con
las dos pequenas. jEl radio de una circunferencia
grande es igual a cuéntas veces el radio de una
circunferencia pequena?

®: ® V5 © 142
® 2,5 ®) 0,87

19. En la isla de los nobles y los mentirosos hay 25 personas paradas en una fila. Cada uno
de ellos, excepto la primera persona de la fila, afirma que la persona que tiene adelante
es un mentiroso. El primero de la fila afirma que todos los que estan detras suyo son
mentirosos. ;Cuantos mentirosos hay en la fila? (Los nobles siempre dicen la verdad y
los mentirosos siempre mienten.)

® o0 ® 12 © 24

@ 13 @ es impossible determinarlo
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20. ;Cuéantos ceros deben insertarse en el lugar del * en la fracciéon decimal 1. x 1 para
2009 ero mayor que 20009.,
2008 P Yor 4 56008

®1 ®4 ©2 ©>s ®3
21. Sia=2%,b=28%y ¢ =3, entonces

@a<b<e B®b<a<c ©c<b<a @®ec<a<b ®b<c<a

22. Si se coloca un cuadrado de 6 cm X 6 cm sobre un tridngulo, se puede cubrir hasta
un 60% del triangulo. Si se coloca el tridngulo sobre el cuadrado, se puede cubrir hasta

obtener un ntimero menor que

; del cuadrado. ;Cual es el area del triangulo?

@ 60 cm? @ 24 c¢m? @ 36 cm? @ 22% cm? @ 40 cm?

23. El joven Canguro tiene 2009 cubos de 1 X 1 x 1 con los cuales arma un prisma
rectangular. También tiene 2009 calcomanias de 1 x 1 que debe usar para cubrir la
superficie externa del prisma. El joven Canguro logra su objetivo y le sobran calcomanias.
(Cuantas calcomanias le sobraron?

@) mas de 1000 ® 763 © 476 O 49

@ El joven Canguro no pudo haber logrado su objetivo

24. Roberto desea poner fichas en las casillas de un tablero de 4 x4
de manera tal que los numeros totales de fichas en cada fila y en
cada columna del tablero sean todos diferentes (en cada casilla se
pueden colocar cero, una o mas fichas). ;Cuél es el menor nimero
posible de fichas para el cual esto se puede lograr?

® 14 ® 15 © 18 © 21 ® 25

25. Algunas naranjas, duraznos, manzanas y bananas se ponen en fila, de manera tal
que cada tipo de fruta puede hallarse al lado de cada otro tipo de fruta en alguna parte
de la fila. ;Cual es el menor nimero de frutas en la fila?

@) 4 ®) 5 © 8

@ 11 @ la situacién es imposible

26. ;Cual es el menor entero positivo n para el cual (22 —1)(3% —1)(4%2 —1)--- (n* — 1)
es un cuadrado perfecto?

@ 3 ®) 6 © 10

@ 20 @ ninguna de las anteriores

27. Todos los divisores del entero positivo N, diferentes de N y 1, se escriben en una
linea. Se observa que el mayor de los divisores en la linea es 45 veces méas grande que el
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menor. ;Cuéantos numeros N satisfacen esta condicion?

@1 ® 2 ©o
@ més de 2 ® es imposible determinarlo

28. Un canguro esté sentado en el origen de un sistema de coordenadas. El puede dar
saltos de 1 unidad horizontal o verticalmente (es decir a la derecha, a la izquierda, hacia
arriba o hacia abajo). ;Cuantos puntos hay en el plano en los cuales el canguro puede
estar después de dar exactamente 10 saltos?

@) 121 ®) 100 ©) 400

@ 441 ® ninguna de las anteriores

29. La circunferencia de centro F'y radio 13 intersecta a la circunferencia de centro Gy
radio 15 en los puntos P y @Q. El segmento P(Q mide 24. ;Cudl de las siguientes puede
ser la longitud del segmento FG?

@) 14 ® 9 © 15 O 12 ®) 18

30. Un nimero primo se dice que es eztrano si tiene un solo digito, o si tiene dos o mas
digitos pero los ntimeros que se obtienen omitiendo el primero o el dltimo digito son
también primos extranios. | Cuéntos primos extranos hay?

® 6 ® 7 © s DE ® 11

1.3.1. Soluciones

1. La respuesta correcta es la (D), pues (2+0) - (0 + 9) = 18 es multiplo de 3.

2. La respuesta correcta es la (B). Ver explicaciéon para el problema 14 de 8° grado,
pagina 19.

3. La respuesta correcta es la (A). Si indicamos por p; la persona que ocupé el lugar i
vy pn es Juan, entonces llegaron en el orden
Pi...Pn—1,Pn,Pn+1, - - - P2009

y vemos que Juan le gan6 a 2009 — n personas, mientras que n — 1 personas le ganaron a
Juan. Como el numero de personas a las que Juan les gano es el triple de aquellas que le
ganaron a Juan, podemos escribir la ecuaciéon 2009 — n = 3(n — 1), de donde 2012 = 4n
y n = 503.

4. La respuesta correcta es la (C), pues

1 (2 (3 (4 (5 (6 (7 (8 /([9
“(=z(=1l=zlz(=lsl=z(=(1 = 100.
(GG GGG EEGe)))))) =m0
5. La respuesta correcta es la (B). El area de la region sombreada es el area del triangulo
(80 m?) menos el drea de tres sectores circulares. Como la suma de los angulos internos de
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un triangulo es 180°, esos tres sectores completan un semicirculo cuya area es 71'-22/2 =27
m?. Por lo tanto, el area de la regién es 80 — 27 m>.

6. La respuesta correcta es la (A), pues como hay 200 peces el 1% de ellos es 2, es decir,
hay 2 peces azules y 198 peces amarillos. Si sacamos 100 peces amarillos, tendremos en
total 100 peces dentro del acuario, dos de ellos azules, y entonces el 2% seran azules.

7. La respuesta correcta es la (D). Ver explicacion para el problema 21 de 7° grado,
pagina 10.

8. La respuesta correcta es la (D), pues al escribir 2009, dos mil nueve veces seguidas,
tendremos el namero 9 repetido 2009 veces, el 2 también aparecera 2009 veces y habra un
total de 4018 ceros. El tinico digito impar en esa secuencia de niimeros es el 9, que si bien
aparece repetido 2009 veces, una de esas veces, la ultima, no va seguido inmediatamente
por un numero par. Por lo tanto, el nimero pedido es 2008 x 9 = 18072.

9. La respuesta correcta es la (C). Ver explicaciéon para el problema 22 de 8° grado,
pagina 21.

10. La respuesta correcta es la (B). Ver explicacion para el problema 12 de 8° grado,
pagina 19.

11. La respuesta correcta es la (E). La secuencia que escribi6 Leonardo es la siguiente:
a,b,a+b,a+2b,2a+3b,..., etc. Como el cuarto nimero es igual a 6 y el sexto es 15, para
hallar la respuesta hay que resolver el sistema formado por las ecuaciones 3a + 5b = 15
y a + 2b = 6. La solucién a este sistema es a = 0 y b = 3. El séptimo niamero de acuerdo
a la forma como se construye la secuencia es 5a + 8b, en consecuencia el séptimo niimero
es 24.

12. La respuesta correcta es la (B). Ver explicacion para el problema 12 de 7° grado,
pagina 9.

13. La respuesta correcta es la (C). Si el promedio de los cuatro examenes es 4, entonces
la suma de las 4 calificaciones es 16. Si suponemos que Maria obtuvo 3 exactamente 3
veces, la ultima puntuacion tendria que ser 7, para que la suma de las cuatro puntuaciones
sea 16, lo cual no es posible.

14. La respuesta correcta es la (D). Se sabe que LABI = LCBIl y £LICB = LACI. Por
otro lado, en los tridngulos AAIB, AAIC y ABIC se tiene

KLAIB+ £LABI + 34° = 180°,

LAIC + LACT + 34° = 180°,
ABIC + £ICB + £CBI = 180°,

respectivamente. De las expresiones anteriores se obtiene
KLAIB+ £LACI — £BIC + 68° = 180°.
Como LAIB + £LAIC + £BIC = 180°, se sigue 24 BIC = 248° y ABIC = 124°.

15. La respuesta correcta es la (E). Para n = 81 y n = 121 la diferencia es exactamente
1, por tanto, para los nimeros que van del 82 al 120, incluyendo a ambos nimeros, la
diferencia es menor a 1. Asi, hay 39 enteros positivos que cumplen con la condicion.
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16. La respuesta correcta es la (A). Una forma de escribir nueve nameros es 8, 4, 1, 5,
10, 2, 6, 3, 9. No se pueden escribir 10 porque el 7 deberia ocupar un extremo, al lado
del 1, y no hay forma de acomodar los 8 restantes.

17. La respuesta correcta es la (E). De acuerdo a las dos operaciones definidas tenemos
la ecuacién 15+ 345 =2z + 2 + . Por lo tanto z = 7.

18. La respuesta correcta es la (C). Tomemos como unidad de medida el lado del
cuadrado y sean 7 y R los radios de las circunferencias de menor y mayor radio, respec-
tivamente. La diagonal del cuadrado mide entonces 2R, y por el teorema de Pitidgoras
12 4 1% = (2R)?, de donde R* = 1/2 y R = v/2/2. Por otra parte 1 = R + r, de donde
r=1—R=1-+/2/2. Por lo tanto

rTIoZ 22 2-V2)2 VD)

2

V2
R__ 7 V2| _VeVE)

19. La respuesta correcta es la (A). Ver solucién del problema 17 de 8° grado, pag. 20.

20. La respuesta correcta es la (E). Como

20009 1 1
S99 4 1 = 1,0001
20008 50008 ~ - " 10000 — O

2009 1 1
2008 1+ 2008 ~ 1+ 10000 1,0001,
se tiene 20009 2009
ZC £1,0001 < ——.
20008 ~ 0001 < 2008

21. La respuesta correcta es la (C). Como 88 = 221 s claro que b < a. Por otro lado,
22 > 3 implica que 2?2 > 3'*. De lo anterior se deduce que ¢ < b < a.

22. La respuesta correcta es la (E). Es claro que la mayor superficie del cuadrado que
se puede cubrir con el tridAngulo es igual a la mayor superficie del tridngulo que se puede
cubrir con el cuadrado. Asi, si x es el area del triangulo, se tiene que 0,6-x = 3 -36 cm?,
de donde z = 40 cm?.

23. La respuesta correcta es la (B). Para ver esto observemos que 2009 = 72 x 41. De
esta forma podemos construir un prisma rectangular de lados 7, 7 y 41. Para cubrir con

las calcomanias las caras, basta observar que hay dos caras de 7 X 7 y cuatro caras de
41 x 7. De esta forma el total de calcomanias utilizadas es 1246 y sobran 763.

24. La respuesta correcta es la (A). Si se suma el nimero de olololo
fichas en cada fila y en cada columna, el resultado debe ser el

doble del total de fichas n, y como esa suma debe ser al menos 010101
0+1+2+3+4+5+6+7=28, setiene que n > 14. La figura [2 |2 |1 |1
muestra una distribucién con 14 fichas. 3121111

25. La respuesta correcta es la (C). Ocho frutas es el minimo posible. Dos distribuciones
pueden ser: NDMBNMDB y NMBNDMBD.
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26. La respuesta correcta es la (E), pues el 8 es el menor numero que satisface la
condicién pedida y no aparece entre las alternativas.

27. La respuesta correcta es la (B). De acuerdo a las condiciones del problema, si
di < -+ < dm son los divisores del nimero N distintos de 1 y N, entonces d,, = 45d;.
Como también d,, = N/di, entonces N = dpndi = 45d%. Pero d; sblo puede ser 2 6 3,
por tanto los tnicos valores posibles para N son 180 y 405.

28. La respuesta correcta es la (A). Los puntos a los que puede llegar el canguro son
los de la forma (a,b), con a y b enteros de la misma paridad tales que |a| + |b] < 10, los
cuales forman la figura siguiente:

° .
. 8 °
o1 o
° ° 6 ° °
° ° o5 o ° .
° ° . 4 ° . .
. . ° o3 o . . .
. ° ° . 2 ° ° . .
. . PS . ol o ° . . .

° ° ° ° ° ° °
° ° ) P ) ) ° °
) ) “ ) ) °
° PR ° ° °
° ° 6 ° °
° o’ ° °
° 8 °

es decir una cuadricula de 11 x 11 centrada en el origen y girada 45° respecto a los ejes,
que por lo tanto contiene 121 puntos.

29. La respuesta correcta es la (A). Sea H el punto de intersecciéon entre los segmentos
FGy PQ. Por el teorema de Pitagoras, FH? =13% — 122 =5y HG? = 15> —12? = 9.
Asi FG=FH + HG = 14.

30. La respuesta correcta es la (D). Hay 9 primos extrafios, a saber 2, 3, 5, 7, 23, 37,
53, 73 y 373.



Capitulo 2

Prueba Regional

2.1. Prueba de 7° y 8° grados

Problema 1
Un tridngulo equilatero tiene igual perimetro que un cuadrado. Si el area del cuadrado
es 36m?, jcuanto mide el lado del triangulo?

Problema 2

Un barril esta lleno de agua. Lo vacias a la mitad y después le anades un litro de agua.
Después de hacer esta operacion (vaciar la mitad de lo que hay y afiadir un litro) cinco
veces seguidas, te quedan 3 litros de agua en el barril. ;Cuéntos litros de agua habia en
el barril inicialmente?

Problema 3

En un gran corral hay 2009 cabras, cada una de las cuales tiene piel oscura o clara. Un
pastor compara las alturas de las cabras y encuentra que hay una cabra de piel clara que
es més alta que exactamente 8 de las de piel oscura, hay otra cabra de piel clara que es
mas alta que exactamente 9 de las de piel oscura, otra cabra de piel clara es mas alta que
exactamente 10 de las de piel oscura, y asi sucesivamente, hasta llegar a la iltima cabra
de piel clara, que es mas alta que todas las de piel oscura. ;Cuantas cabras de piel clara
hay?

Problema 4
(Cuantos nimeros de cuatro cifras son miltiplos de nueve y tienen todos sus digitos
impares y diferentes?

Problema 5

Simén escribe una lista de nimeros. El primero es 25, y luego cada ntimero es la suma de
los cuadrados de los digitos del anterior. Por ejemplo, el segundo en la lista es 2% + 5% =
4425 =29, y el tercero es 22 + 9% = 4 4+ 81 = 85. ;Qué namero aparece en la posicién
20097

31
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2.1.1. Soluciones

1. Si el area del cuadrado es 36m?, el lado del cuadrado debe ser 6m y por lo tanto, su
perimetro es 6mx4 = 24m. Entonces el perimetro del tridngulo también es 24m y su lado
es 24m/3 = 8m.

2. Soluciéon I (razonamiento retrogrado): Luego de la quinta operacion quedan 3
litros de agua en el barril, entonces antes de agregar el litro habia 2 litros y antes de

vaciar la mitad habia 4 litros. Esto se puede representar asi: 4 =2 2 *4 3. Entonces
antes de agregar el litro de la cuarta operacién habia 5 y antes de vaciar la mitad habia
10: ) .
6234223
Si continuamos de esta manera hacia la izquierda, llegamos a
34 217 18 B9 0B 5 e 23 4 203
Por lo tanto, la respuesta es 34. Esto se puede representar también en forma tabular:

operacién  inicio medio final

1 34 17 18
2 18 9 10
3 10 5 6
4 6 3 4
5 4 2 3

Aqui se comienza por llenar la dltima fila (operacion 5), de derecha a izquierda, con los
valores 3 (final), 2 (medio) y 4 (inicio). El valor inicial de una operacion es el valor final
de la operaciéon anterior, asi se llena la fila correspondiente a la cuarta operacion, de
derecha a izquierda, con los valores 4 (final), 3 (medio) y 6 (inicio). Lo mismo se hace
con las demés filas hasta obtener como respuesta 34.

Solucién IT (algebraica): Si se tienen z litros de agua en el barril, luego de hacer una
operacion quedan x/2 + 1 litros. Por lo tanto, luego de 5 operaciones quedan

((((z/24+1)/241)/2+1)/2+1)/2+1=23.
Restando 1 a ambos miembros y multiplicando por 2 resulta
(((x/2+1D)/2+1)/24+1)/2+1 =4,

y repitiendo cuatro veces esta operaciéon se obtiene

((z/2+1D/2+1)/2+1 = 6,
(z/2+1)/2+1 = 10,
z/2+1 = 18,

r = 34

3. Si se ponen en orden creciente de alturas, las primeras 8 cabras deben ser de piel oscura,
y luego deben irse alternando piel clara y piel oscura: OOOO0O0OOOCOCOC...OC. Luego
de las primeras 7 O’s, aparecen 1001 grupos OC, luego hay 1001 cabras de piel clara.
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4. Los conjuntos posibles con cuatro digitos impares diferentes son {1, 3,5, 7}, {1, 3,5, 9},
{1,3,7,9}, {1,5,7,9} y {3,5,7,9}. Pero para que un namero sea miltiplo de 9 la suma
de sus cifras también debe serlo, lo cual s6lo lo cumple {1, 3,5,9}. Como estos niimeros
se pueden ordenar de 4 X 3 X 2 X 1 = 24 maneras, la respuesta es 24.

5. Los primeros ntmeros de la lista son 25, 29, 85, 89, 145, 42, 20, 4, 16, 37, 58, 89,
145,. .. El 89 aparece en cuarto lugar y también en la posiciéon 12, por lo tanto, la sucesién
es periodica de periodo 8: los nameros del cuarto al undécimo (89, 145, 42, 20, 4, 16,
37, 58) se repiten a partir de la posicién 12, y luego a partir de las posiciones 20, 28,
36,...Como en las posiciones divisibles entre 8 siempre va un 4, en la posicién 2008 va
un 4 y en la 2009 va el 16.

2.2. Prueba de 9° grado

Problema 1

En cierta isla, los habitantes son de dos tipos: los caballeros, que siempre dicen la verdad,
y los picaros, que siempre mienten. Un dia se encuentran reunidos tres nativos de la isla
llamados Apu, Bop y Cip. Apu dice “Los tres somos picaros”. Bop dice “Exactamente uno
de nosotros es caballero”. Cip no dice nada. ;Qué es cada uno de ellos?

Problema 2 9

La suma de los ntimeros de dos cuadrados consecutivos (horizontal- g
mente) es igual al namero del cuadrado que esta arriba de ellos, por c
ejemplo, a + b = c¢. Si la suma de los nameros en la fila inferior es

17, jcudl es el valor de a? albl4

Problema 3

Tengo un ntimero abed de cuatro digitos. Invierto el orden de los digitos y tengo el nimero
dcba. Al mayor le resto el menor y obtengo un nimero de cuatro digitos donde tres de
ellos son 1, 7y 9. ;Cuél es el digito que falta?

Problema 4

Ana y Bruno juegan del siguiente modo: Ana tiene inicialmente 7 barajitas, de las cuales
debe descartar al menos una y a lo sumo la mitad, y pasarle las que queden a Bruno.
Bruno hace lo mismo, es decir, descarta al menos una y no mas de la mitad de las barajitas
que recibid, y le pasa las que queden a Ana. Contindan jugando alternadamente de la
misma manera hasta que uno de los dos reciba una sola barajita, en cuyo caso no puede
continuar el juego y pierde. Pruebe que Bruno puede ganar siempre este juego, haga lo
que haga Ana.

Problema 5

Los lados del triangulo ABC' se prolongan por ambos lados hasta los puntos P, @, R, S,
T y U, de tal manera que PA = AB = BS, TC =CA=AQ yUC =CB = BR. Si el
area de ABC es 1 cm?, jcual es el area del hexagono PQRSTU?
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2.2.1. Soluciones

1. Solucién I: Apu y Cip son picaros y Bop es caballero. En efecto, Apu no puede ser
caballero pues entonces su afirmaciéon seria falsa. Por lo tanto, Apu es picaro y es falso
que los tres sean picaros, es decir que al menos uno de los otros dos es caballero. Si
Bop fuese picaro, entonces Cip deberia ser caballero, y habria exactamente un caballero,
haciendo cierta la afirmaciéon de Bop (contradicciéon). Entonces Bop debe ser caballero,
y Cip picaro.

Solucién II: Cada uno de los tres puede ser caballero o picaro, luego hay ocho posibili-
dades que se muestran en la siguiente tabla:

1 2 3 4 5 6 7 8
Apu p p p p ¢ ¢ ¢ ¢
Bop p p ¢ ¢ p p ¢ ¢
Cip p ¢ p ¢ p ¢ p c

La posibilidad 1 se descarta pues, si los tres son picaros, Apu estaria diciendo la verdad y
seria caballero. Las posibilidades 5, 6, 7 y 8 se descartan pues, si Apu fuese caballero, no
podria afirmar que los tres son picaros. La posibilidad 2 se descarta pues contiene un solo
caballero, y entonces Bop, siendo picaro, estaria diciendo la verdad. La posibilidad 4 se
descarta pues contiene 2 caballeros, y entonces Bop, siendo caballero, estarfa mintiendo.
Solo nos queda la posibilidad 3, que es compatible con las afirmaciones de Apu y Bop.

2. Como a + b+ 4 = 17, tenemos que ¢ = a + b = 17 — 4 = 13. Si llamamos z al valor
que debe ir en la casilla en blanco, entonces c+ x = 25, luego x =25 —c=25—-13 = 12.
Ahora, como b+ 4 = 12, se tiene que b = 8, y finalmente de a + b = 13 se obtiene
a=13 -8 =5.

3. Si suponemos que abed > dcba, entonces
abed — deba = 9(111a — 111d + 10b — 10c¢)

Luego, la suma de los digitos de abed — dcba debe ser multiplo de 9. Como 14749 = 17,
es facil ver que el tinico nimero entre 1 y 9 que sumado con 17 da un multiplo de 9 es el
1. Por lo tanto, el digito que falta es el 1.

4. Solucion I: Bruno tiene una estrategia ganadora. En efecto, inicialmente Ana puede
descartar 1, 2 6 3 barajitas, pasdndole 6, 5 6 4 a Bruno. Si Bruno recibe 6 descarta 3,
si recibe 5 descarta 2 y si recibe 4 descarta 1, pasandole en cualquier caso 3 barajitas a
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Ana. Ahora Ana sblo puede descartar una y pasarle 2 a Bruno, quien descarta una, le
pasa la otra a Ana, y gana.

Solucién II: El juego se puede analizar en funciéon del nimero de barajitas que tenga el
jugador a quien le toca jugar.

(a) Si tiene 2, descarta una, le pasa la otra al contrario y gana.

(b) Si tiene 3, sélo puede descartar una y pasarle dos al contrario, quien por (a) gana.
Por lo tanto, 3 es una posicién perdedora.

(c) Si tiene 4, puede descartar una y pasarle tres al contrario, quien por (b) perdera. Por
lo tanto 4 es una posicién ganadora.

(d) Si tiene 5, puede descartar dos y pasarle tres al contrario, quien por (b) perdera. Por
lo tanto, 5 es una posicién ganadora.

(d) Si tiene 6, puede descartar una y pasarle tres al contrario, quien por (b) perdera. Por
lo tanto, 6 es una posicién ganadora.

(e) Si tiene 7, como Ana en este problema, sélo puede descartar 1, 2 o 3, dejandole al
contrario 6, 5 o 4, respectivamente. En cualquiera de estos casos, por (c), (d) y (e), el
contrario puede ganar. Por lo tanto, Bruno tiene una estrategia ganadora.

5. Cada uno de los tridngulos APQ, BRS y CST son congruentes con el ABC', por lo
tanto, tienen area 1 cm?. Ademas, AT'S tiene lados dobles y &rea cuadruple que el ABC,
por lo tanto, el trapecio BCTS tiene &rea 3 cm? y lo mismo ocurre con los otros dos

trapecios. Sumando se obtiene como respuesta 13 cm?.

2.3. Prueba de 1° y 2° de diversificado

Problema 1

Un arquedlogo estudia una antigua civilizacion que usaba un sistema de numeraciéon
posicional similar al nuestro, pero de base 5. Los simbolos para los digitos eran A, ¢, O,
% v V, que corresponden en algtin orden a nuestros 0, 1, 2, 3 y 4. Por ejemplo, el niimero
OV debe interpretarse como ¢ - 534+ V.52 4+ 9% -5+ [, el problema es que no se conoce
la correspondencia exacta entre simbolos y digitos. Sin embargo, el arqueblogo descubrié
que los tres nimeros VOO, % VOA y % V%V son consecutivos y estan ordenados de
menor a mayor.

Halle el valor de cada simbolo y el de los tres niimeros consecutivos.

Problema 2

Considere todos los nimeros posibles de 8 cifras diferentes no nulas (como, por ejemplo,
73451962).

(a) {Cuantos de ellos son divisibles entre 57

(b) ;Cuantos de ellos son divisibles entre 97

Problema 3 106
Si a y b son nimeros distintos tales que % + Zi_ 100 = 2, jcuanto vale %?
Problema 4

En una reuniéon de matematicos, uno de ellos dijo: “Somos 9 menos que el doble del
producto de los dos digitos de nuestro nimero total.” ;Cuantos matematicos habia en la
reunion?
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Problema 5
Un tridngulo ABC es rectangulo en A con AB/AC = 3/2. Si D es el pie de la altura
trazada desde A y se sabe que BD — DC = 5, calcule el area del tridngulo ABC.

A

B D C

2.3.1. Soluciones

1. Como % VOO, *VOA y % V%V son consecutivos, debe ser A =4 y V = 0. Ademaés
a [ le sigue A\, por lo tanto (0 = 3. So6lo queda asignar 1y 2 a  y %, pero como a { le
sigue % debe ser $ =1 y % = 2. El primero de los tres nimeros dados es entonces

* 5°4+V-5°4+0-540=2-1254+0-25+1-5+3 =258
y los otros dos son 259 y 260.

2. (a) Deben terminar en 5, y las primeras siete cifras pueden ser cualquier arreglo de 7
elementos tomados de {1,2,3,4,6,7,8,9}, de los cuales hay 8-7-6-5-4-3-2 = 40320.
(b) Como 1+2+3+4+5+6+7+ 8+ 9 = 45, las tnicas 8 cifras diferentes no nulas
cuya suma es multiplo de 9 son las del 1 al 8. Por lo tanto, la respuesta es 8! = 40320.

3. Solucién I: De la expresion dada se deduce que
a(b+ 10a) + (a + 10b)b = 2b(b + 10a),
y luego de quitar paréntesis y simplificar queda
10a® — 18ab + 8b* = 0,
que se puede factorizar como
2(a —b)(5a — 4b) = 0.
Como a # b, debe ser 5a — 4b = 0 y por lo tanto a/b = 4/5.

Solucién II: La expresion dada se puede escribir como

y w10
b
_+7a:2
b1 +105
b
Poniendo x = a/b queda
o4 z+ 10 _9,

1410z



2.3. PRUEBA DE 1° Y 2° DE DIVERSIFICADO 37

y multiplicando por 1 + 10z se obtiene
(14 10z) + x + 10 = 2(1 + 10x),

que se reduce a
102% — 182 +8 = 0.

Esta ecuacion de segundo grado tiene raices 1 y 4/5. Descartamos 1 porque a # b implica
xz=a/b#1, y nos queda a/b =z = 4/5.

4. Si eran n = 10a + b matematicos, con 0 < a < 9,0 < b <9, la condicién del problema
se traduce en 10a + b = 2ab — 9. Es claro que b = 2ab — 10a — 9 debe ser impar. Ademés
como 2(b—5)a = b+9 > 0 debe ser b > 5, y b sélo puede ser 7 6 9. Pero b = 9 se descarta
pues quedaria 8a = 18, que no tiene solucién. Entonces b = 7, de donde 4a =7+ 9 = 16
y a = 4. Es decir que el niumero de matematicos era 47.

5. Los tridngulos BAD y ACD son semejantes, y como AB/AC = 3/2 se sigue que
BD/AD = AD/DC = 3/2, y entonces

3 2 5
5=BD - DC = AD ~ 2AD = ¢ AD,

de donde AD = 6, BD = (3/2)AD =9, DC = (2/3)AD =4, BC =9+4 =13y
finalmente el 4rea pedida es 13- 6/2 = 39.



Capitulo 3

Prueba Final

3.1. Prueba de 7° y 8° grados

Problema 1.
Un nimero es capicia si se lee igual de izquierda a derecha que de derecha a izquierda.
Por ejemplo 4, 77, 383 y 1661 son capicias. ;Cuantos numeros, desde el 1 hasta el 2009,
son capicias?

Problema 2.

La figura muestra un rectangulo dividido en cinco partes. Se sabe que el area del cuadrado
ABIH es 25 cm?, el area del cuadrado FIJE es 49 cm? y el area del trapecio BCJI es
45 cm?. ;Cual es el area del trapecio DEJC?

G F E .
|

H J

A B C

Problema 3.

Los nimeros desde el 1 hasta el 2009 se escriben consecutivamente en la pizarra. En una
primera pasada se borran el primer nimero escrito, el tercero, el quinto y asi sucesiva-
mente hasta borrar el 2009. En una segunda pasada se aplica el mismo procedimiento

38
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a los nimeros que quedaron, borrando el primero de ellos, el tercero, el quinto y asi
sucesivamente. Esto se repite mientras queden ntimeros en la pizarra. ;En qué pasada se
elimina el 17287 ;Cual es el ultimo nimero borrado y en qué pasada se elimina?

Problema 4.

Ana vende galletas, que vienen en cajas pequenas de 5 unidades y en cajas grandes de 12
unidades. Si, por ejemplo, un cliente quiere 39 galletas, Ana puede despachar el pedido
exactamente con tres cajas pequenas y dos grandes, ya que 3 X 5 4+ 2 x 12 = 39. Pero
hay pedidos que no se pueden despachar exactamente, por ejemplo, cuando un cliente
quiere 7, 16 6 23 galletas. ;Cuél es el pedido més grande que no se puede despachar
exactamente?

Nota: Se supone que Ana tiene o puede pedir a la fabrica todas las galletas que le hagan
falta.

3.1.1. Soluciones

1. Hay 9 capictias de una cifra (1,2,3,...,9) y 9 de dos cifras (11,22,33,...,99). Hay 90 de
tres cifras, pues como primera cifra se puede escoger cualquier digito del 1 al 9 y como
segunda cifra cualquier digito. Los de 4 cifras (hasta el 2009) son 1001, 1111, 1221, 1331,
1441, 1551, 1661, 1771, 1881, 1991 y 2002. En total, 9+ 9 4+ 90 + 11 = 119.

2. De las areas de los cuadrados se sigue que Bl = 5cm y IJ = 7 cm. Si x = BC
entonces el area del trapecio BCJI es

[BCJI) = 5 =45 cm?,

T+7
2
de donde z = 11 cm. Entonces

AB+BC=5+11=16=GF+FE+ED=5+7+ED,

de donde ED =16 —12=4 cm, y como EJ=7Tcmy CD =5+ 7=12 cm, [DEJC] =
((12 4 7)/2)4 = 38 cm?. Alternativamente, como

[ACDG] = (AB + BC)(AH 4+ HG) = (16 cm)(12 cm) = 192 cm”,

se tiene que

[DEJC| [ACDG] — [ABIH] — [FIJE] — [BCJI| — [FGHI]

= 192 — 25— 49 — 45 — 35 = 38 cm>.

3. En la primera pasada se borran todos los impares, quedando los pares del 2 al 2008. La
segunda pasada deja todos los multiplos de 4 desde el 4 hasta el 2008. Asi sucesivamente
van quedando los multiplos de 8, luego los de 16, 32, 64, 128, 256, 512 y 1024. Como
1728 = 64 - 27, sobrevive a la sexta pasada y es borrado en la séptima. Como el tnico
multiplo de 1024 (no mayor que 2009) es el mismo 1024, éste es el ultimo namero borrado
y se elimina en la pasada ntmero 11.

4. Usando solamente cajas pequefias Ana puede despachar 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40,
45, ..., es decir, cualquier nimero terminado en 0 6 en 5.
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Con una caja de 12 y otras de 5 puede despachar 12, 17, 22, 27, 32, 37, 42, 47, ..., es
decir, cualquier namero terminado en 2 6 en 7 a partir del 12.

Con dos cajas de 12 y otras de 5 puede despachar 24, 29, 34, 39, 44,. . ., es decir, cualquier
namero terminado en 4 6 en 9 a partir del 24.

Con tres cajas de 12 y otras de 5 puede despachar 36, 41, 46, 51,..., es decir, cualquier
nimero terminado en 6 6 en 1 a partir del 36.

Con cuatro cajas de 12 y otras de 5 puede despachar 48, 53, 58, 63, 68, 73,. .., es decir,
cualquier ntimero terminado en 8 6 en 3 a partir del 48.

Examinando estas listas se ve que el 43 no se puede despachar exactamente, pues habria
que usar a lo sumo 3 cajas grandes y el 43 no se encuentra en ninguna de las cuatro
primeras listas. Como el 44, 45, 46 y 47 se encuentran en las listas, asi como cualquier
otro nimero a partir del 48, se concluye que la respuesta es 43.

La misma idea puede expresarse mas elegantemente observando que cualquier n > 0
se puede escribir como n = 5k + 7, con 0 < r < 4. Como 5k + 1 = 5(k — 7) + 36,
5k+2="5(k—2)+12,5k+3 =5(k—9)+48 y 5k+4 = 5(k —4) 4 24, resulta quesi k > 9
(o sean > 45) el pedido se puede despachar exactamente. Como también 44 = 5-4+12-2
se puede despachar, el mayor que no se puede despachar exactamente es 43. En efecto,
para despachar 43 habria que usar 1, 2 6 3 cajas grandes, pero ni 43 — 12 = 31, ni
43 — 24 =19, ni 43 — 36 = 7 son multiplos de 5, por lo tanto, no es posible.

3.2. Prueba de 9° grado

Problema 1.

Marina compra boletos para ella y su hermana Andrea, que es cinco afios menor que
Marina, para el concierto de uno de sus cantantes favoritos. Cada boleto tiene impreso
un nimero de tres digitos. El dia del concierto, Marina observa que los ntimeros de los
boletos son consecutivos, y que ademés la suma de los seis digitos es precisamente 27,
su edad actual. Cuando se lo comenta a Andrea, ésta trata de deducir los nimeros de
los boletos sin éxito, por lo que le pide a Marina un dato adicional. Entonces Marina
le dice: “La suma de los nimeros de uno de los boletos es tu edad” y, con esa nueva
informacion, Andrea logra deducir correctamente el nimero de cada boleto. ;Cuéles eran
esos numeros?

Problema 2.

Ana tiene seis monedas idénticas y desea poner cada una de ellas
en una casilla del tablero de la figura, de tal manera que cada
fila contenga exactamente una moneda y cada columna contenga
exactamente una moneda. jDe cuantas maneras diferentes puede
hacerlo?

Problema 3.
Halle dos nameros del conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17} cuyo pro-
ducto sea igual a la suma de los demés nameros del conjunto.

Problema 4

En el cuadrilatero ABCD se tiene que los puntos P, ), R y S se encuentran en los
lados AB, BC, CD y DA, respectivamente, de modo que AP = 2- PB, BQ =2 -QC,
CR=2-RDy DS =2-SA. Halle la razéon [PQRS]/[ABCD].
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3.2.1. Soluciones

1. Supongamos que el menor de los dos nimeros se escriba como abe (es decir, que el
numero sea 100a + 100 + ¢). Entonces se pueden presentar tres casos:

1. Sic < 9 entonces el nimero del otro boleto tendria digitos a, by ¢+ 1 y la suma de
los seis digitos de ambos boletos seria a+b+c+a+b+(c+1) = 2(a+b+c)+1 = 27,
de donde a +b+c=13y a+ b+ (c+ 1) = 14, que no corresponden a la edad de
Andrea (que es 22).

2. Sic=9y b < 9 entonces el nimero del otro boleto tendria digitos a, b+ 1y 0y la
suma de los seis digitos de ambos boletos seria a+b+9+a+(b+1)+0 = 2(a+b)+10,
lo cual es imposible pues éste es un ntimero par que no puede ser igual a 27.

3. Sic=b=29 entonces el nimero del otro boleto tendria digitos a4+ 1, 0y 0 y la
suma de los seis digitos de ambos boletos seria a+9+9+ (a+1)+0+4+0 = 2a+ 19,
que es igual a 27 si a = 4. La suma de los digitos de 499 es 22 que es justamente
la edad de Andrea, por lo tanto, esta es la tnica solucién.

Conclusién: los nimeros de los boletos eran 499 y 500.

2. Se puede comenzar por poner una moneda en cualquiera de las 4 casillas de la primera
fila. Como no se pueden repetir columnas, en la sexta fila quedaran entonces 3 casillas
disponibles donde colocar una segunda moneda. Quedan ahora cuatro columnas libres: la
primera, la sexta y dos intermedias. Luego, en cada fila de la segunda a la cuarta hay que
poner una moneda de modo que quede una en cada una de las cuatro columnas libres,
lo cual se puede hacer de 4! = 24 maneras (ya que para la segunda fila se puede escoger
una de 4 columnas, para la tercera fila se puede escoger una de las 3 columnas restantes,
para la cuarta fila una de las 2 columnas restantes, y para la quinta fila se escoge la tnica
columna que queda disponible). La respuesta es entonces 4 - 3 - 4! = 12 - 24 = 288.

3. La suma de todos los nimeros en el conjunto es (1 + 17)17/2 = 153. Debemos hallar
enteros x e y, con 1 <z <y < 17, tales que xy = 153 — x — y. Esta ecuacién se puede
reescribir como zy + = +y + 1 = 154, o bien (z + 1)(y + 1) = 2- 7 - 11, que se satisface
para x = 10, y = 13.
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4. Como PB = AB/3 y los tridangulos PBQ y ABQ tienen igual altura desde @, entre
sus areas se tiene la relacion [PBQ] = [ABQ)]/3. Analogamente, como BQ = (2/3)BC,
se tiene que [ABQ] = (2/3)[ABC]. Por lo tanto [PBQ] = (2/9)[ABC].

D

Anéalogamente se prueba que [QCR] = (2/9)[BCD], [RDS] = (2/9)[CDA] y [SAP] =
(2/9)[DAB]. Sumando resulta que

[PBQ] + [QCR] + [RDS] + [SAP] = =([ABC]+ [BCD] + [CDA] + [DAB])

SNl )

por lo tanto

[PQRS]

[ABCD)] — ([PBQ] + [QCR] + [RDS] + [SAP])
- (- g)[ABC’D] - g[ABC’D],

de donde se sigue que
[PQRS] 5

[ABCD] ~ 9

3.3. Prueba de 1° y 2° de diversificado

Problema 1

Halle todas las cuaternas de enteros positivos (a, k, m,n) tales que a® =a™ +a".
Problema 2.
Una sucesion de nimeros reales a1, az, as, . . . satisface la relacion (n+2)an+1 = nan para

todo entero positivo n. Si a1 = 1005, jcual es el valor de a2009?

Problema 3

Juana tiene un tablero blanco de 6 x 6 y desea pintarle dos casillas de negro. Dos colo-
raciones que difieran en una rotacién se consideran equivalentes, por ejemplo, las cuatro
coloraciones que se ilustran en la figura son todas equivalentes:
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;De cuantas maneras no equivalentes puede Juana pintar su tablero?

Problema 4.
BD es mediana del triangulo ABC. El angulo ACB mide 30° y el angulo ADB mide
45°. ; Cuénto mide el 4ngulo ABD?

D

30°

3.3.1. Soluciones

1. Como 1F =1 #2=1™+1", debe ser a > 2. Sim > ny a® = a™ + a", entonces
a""" = a™ " + 1y a dividiria a ¢*”" — a™ ™™ = 1, absurdo pues a > 2. Analogamente
no puede ser n > m. Si m = n entonces a® = 2a", es decir a*™" = 2, que se cumple
siy sélosia=2y k—n=1.Por lo tanto, las cuaternas buscadas son las de la forma

(2,n+1,n,n) paran =1,2,3,...

2. De la condicion (n + 2)ant1 = na, se obtiene ant1 = i2an, por lo tanto
n
a _ 2008a _ 2008 2007a 2008 - 2007 - 2006a _
20097 9010777 T 2010 12000 2T T 2010 - 2009 - 2008 % T
2008 - 2007 - 2006 ---3-2 -1 2.1 1

1005 =

! 2009

2010 - 2009 - 2008 ---5-4 -3~ 2010 - 2009
3. El tablero tiene 36 casillas, y las dos que se van a pintar se pueden escoger de (326) =630
maneras. La mayoria de las 630 coloraciones posibles se pueden poner en grupos de a
cuatro equivalentes (que se obtienen rotando una de ellas 90°, 180° y 270°), excepto
las que tienen las dos casillas simétricas respecto al centro del tablero, que sélo son
equivalentes a otra mas (pues la rotacion de 180° las deja invariantes, y las de 90° y 270°
dan lo mismo). Como hay 18 pares de casilas simétricas respecto al centro del tablero, el
ntimero de coloraciones no equivalentes es 18/2 + (630 — 18)/4 = 9 + 153 = 162.

4. Sea F el pie de la altura desde A. Como AEC es un tridangulo rectangulo con {ACE =
30°, es claro que AE = AC/2 = AD, y como LEAD = 60° resulta que FAD es equila-
tero, y ABDE = 60° —45° = 15°. Como también £ DBC = 45° — 30° = 15°, resulta que
BED esisoscelesy BE = DE = AE,dedonde £ ABE = 45° y LABD = 45°—15° = 30°.
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Séptimo Grado

Medallas de Oro

Miguel Ignacio Alberto Vilchez Dtto. Capital
Julio Espinoza Edo. Carabobo
Luis Roberto Réquiz Perera Dtto. Capital

Medallas de Plata
Luis Alejandro Medina Briceno Edo. Zulia
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Octavo Grado
Medallas de Oro
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Edo. Lara
Edo. Sucre

Medallas de Plata

Jesus Eliseo Reyna Reball
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Menciones de Honor

Viktor Othail Durin

Yanireth Bervins Fonseca

Edo. Sucre
Edo. Lara
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Dtto. Capital
Edo. Nueva Esparta
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Alejandro Tomas Miyares Edo. Zulia
Carlos Alberto Esis Edo. Miranda
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2° Ano Ciclo Diversificado

Medallas de Oro

Carmela Acevedo Dtto. Capital
David Urdaneta Edo. Zulia

Medallas de Plata
Angelo Crincoli  Edo. Bolivar
Medallas de Bronce
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Alejandro Flores Edo. Nueva Esparta

Menciones de Honor

Ricardo Capelle Edo. Carabobo
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